"Beziehungen der Strahlenkomplexe 


zweiten Grades 
zu den Flächen zweiter Ordnung. 


Inaugural-Dissertation 


zur 


. = | Erlangung der Doktorwürde 


der 
hohen philosophischen Fakultät der Universität Rostock 


vorgelegt von 


Willy Düker 


aus Rostock. 


ROSTICK. 
Carl Boidt’sche Hof-Buchdruckerei. 
1910. 


‚Staa 


8 


ER ee 
+ s 


rus 


Herr Prof. Staude, Kaiserl. 


Referent 


N er RBB Olkeın 


in N barkeit 


Uber Beziehungen der Strahlenkomplexe zweiten 
Grades zu den Flächen zweiter Ordnung. 


Jede Behandlung der linearen Strahlenkomplexe, 
die auch die gemeinsamen Gebilde mehrerer solcher 
Komplexe in den Kreis ihrer Betrachtungen zieht, muß 
naturgemäß auch auf die Beziehungen führen, die zwischen 
den linearen Komplexen und den Flächen zweiter Ordnung 
bestehen. Bilden doch die gemeinsamen Geraden dreier 
linearer Komplexe stets die eine Schar von Erzeugenden 
einer Fläche zweiter Ordnung. 

Aus diesem Grunde haben die Beziehungen der 
linearen Strahlenkomplexe zu den Flächen 
zweiter Ordnung häufige Behandlungen erfahren. 
Im wesentlichen sind sie bereits von J. Plücker') und 
F. Klein?) erledigt. Plücker ermöglichte durch Ein- 
führung der geraden Linie als Raumelement 
zuerst eine einfache Darstellung der Strahlenkomplexe 
überhaupt. 

Die Beziehungen der quadratischen Strahlen- 
komplexe zu den Flächen zweiter Ordnung sind nicht 
so eng mit den Eigenschaften dieser Flächen verknüpft. 
Die Betrachtung der gemeinsamen Gebilde mehrerer 
Komplexe zweiten Grades führt uns nicht mehr auf Flächen 
zweiter Ordnung, sondern schon auf Flächen höherer 
Ordnung. 


') Vergl. J. Plücker, Neue Geometrie des Raumes usw. 
Herausgeg. von Clebsch u. Klein (1868). 
?) Vergl. F. Klein, Mathem,. Annalen, Bd. 2, S. 198. 


Die genannten Beziehungen haben deshalb bisher 
noch keine einheitliche Darstellung erfahren; sie entbehren 
zum Teil auch noch der direkten elementaren Beweise. 
In der vorliegenden Arbeit soll eine Darstellung dieser 
Beziehungen nach einer einheitlichen Methode gegeben 
werden. 

Für die Beziehungen der quadratischen Komplexe 
zu den Flächen zweiter Ordnung kommen insbesondere 
die folgenden beiden Sätze in Betracht: 


I. „DieErzeugenden der einen Schar einer 
Fläche zweiter Ordnung, sowie diederanderen 
Schar schneiden ein beliebiges Tetraeder, 
sobald dessen Ecken auf der Fläche liegen, in 
je einem konstanten Doppelverhältnis.“ 


II. „BeideErzeugungen einerFlächezweiter 
Ordnung können zugleich nur in solchen 
quadratischen Komplexenenthalten sein, deren 
Geraden die gegebene Fläche und irgend eine 
andere Fläche zweiter Ordnung in harmonisch 
getrennten Punktepaaren schneiden“. 


Der erste dieser beiden Sätze ist von S. Lie auf- 
gestellt worden‘), Da nun alle Geraden, die die Seiten 
eines Tetraeders in demselben Doppelverhältnis schneiden, 
einen quadratischen Komplex, nämlich einen tetraedralen 
Komplex bilden, so läßt sich dieser Satz auch in folgender 
Form aussprechen : 

Zu jedem einer Fläche zweiter Ordnung 
eingeschriebenen Tetraeder gehören zwei 
tetraedrale Komplexe, von denen der eine die 
erste Erzeugung, der andere die zweite 
Erzeugung der Fläche enthält. 

In dem Lieschen Satze ist demnach eine Beziehung 
zwischen den Flächen zweiter Ordnung und den quadratischen 
Komplexen ausgedrückt. 


') Vergl. S. Lie, Berührungstransformationen, Kap. 18, Satz 12. 
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Der von Lie selbst für seinen Satz angegebene 
Beweis gründet sich auf dessen Untersuchungen über die 
Mongeschen Differentialgleichungen der tetraedralen 
Komplexe. Es handelt sich aber bei diesem Satze um 
eine Eigenschaft, die den Flächen zweiter Ordnung als 
solchen eigentümlich ist. Es muß sich mithin für den- 
selben auf direktem elementaren Weg ein Beweis durch- 
führen lassen. 

Derartige Beweise sind in drei russischen Arbeiten!) 
gegeben, von denen mir eine zugänglich wurde. Sie ist 
am Schlusse des ersten Teiles kurz angegeben. 

In den vorliegenden Untersuchungen ist nun ein 
direkter Beweis des Satzes von Lie versucht worden, der 
ausgeht von einer Parameterdarstellung der 
Erzeugenden einer auf ein eingeschriebenes 
Tetraeder bezogenen Fläche zweiter Ordnung, und 
der mit Hilfe der tetraedralen Komplexe dann leicht 
zum Ziel gelangt. 

Der zweite der beiden angegebenen Sätze ist von 
F. Schur‘) aufgestellt und bewiesen worden. 

Der Beweis ist aber rein synthetischer Natur und 
setzt überdies die Untersuchungen Schurs über die 
Komplexe voraus, die besonders nach der projektivischen 
Seite hin ausgebildet sind. 

Es wird demnach auch für diesen zweiten Satz ein 
direkter, elementarer Beweis erwünscht sein. Ein solcher 
soll deshalb den wesentlichen Bestandteil des zweiten 
Teiles der vorliegenden Arbeit bilden. 

Bevor wir aber unser eigentliches Thema in Angriff 
nehmen, soll der Vollständigkeit halber eine kurze Über- 
sicht über die Beziehungen der  linaren 
Komplexe zu den Flächen zweiter Ordnung 


!) Vergl. Grawe, Kasan Ges. (2) 7, 79-81. 
D. Sinzow, K. Ges. (2) 6, 42—46, 7, 2—91. 
P. Nasimow, K. Ges. (2) 7, 92—94. 

?) Vergl. Mathem. Annal, Bd, 21, S. 525, 


ie) 


gegeben werden. Die hierher gehörigen Ableitungen 
finden sich zu ihrem größten Teil bei Plücker, Neue 
Geometrie desRaumes'), der Gebrauch der Tetraeder- 
koordinaten und der Determinanten jedoch erst bei 
F. Klein’). 


!) Vergl. Anm. 1, Seite 5. 
?) Vergl. Anm. 2, Seite 5. 


Übersicht über die Beziehungen der linearen Komplexe 
zu den Flächen zweiter Ordnung. 


S7l: 
Die von drei linearen Komplexen erzeugte 
Linienfläche. 


Es seien drei lineare Komplexe gegeben durch 
ihre Gleichungen: 


NE 2i A; =AıuPı + Ab: Ag AsPztAuPs 
+ Ay Ps + Aus Pe = 0; 
1)G,= 5i A; p = Auf +AsPp tAsP; + Au Ps 
A,D FA, —0; | 
N 3 A; ph = AyuPfı + AaPst+AszPs + AP, 
ar AD; 
wo wir unter den p; Strahlenkoordinaten, bezogen auf 
ein Koordinatentetraeder, verstehen wollen. Diese Strahlen- 


koordinaten müssen als solche stets die Identität 
erfüllen: 


(2) | PP +PP; + PP =. 


Ist eine gerade Linie durch ihre Strahlenkoordinaten 
. pı gegeben, so genügt ihr laufender Punkt den 
Gleichungen): 


!) Vergl. Staude, Analyt. Geometrie des Punktes usw. 
S$ 59,4 (10). 
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Ps 
Pı 


u —- BB FH —0, 
er 


(3) DR 
Pu - u TB; u —0; 


a a BL —N. 
Sind die p; gegeben, so genügen den Gleichungen (3) 
oo! Punkte, die aber schon durch 2 von diesen Gleichungen 
bestimmt sind. Die übrigen der 4 Gleichungen (3) folgen 
direkt on mit Hilfe der Identität (2)aus den beiden ersten'). 
Istx, <= 0,80 ziehen 3 der Gleichungen (3) stetsdieldentität (2) 
aa el Bei gegebenen x; (x, nn 0) können demnach 
die drei ersten Gleichungen (3) als unabhängige gelten. 
Um nun die Gleichung der durch die drei Komplexe (1) 
bestimmten Linienfläche zu erhalten, haben wir aus den 
drei Gleichungen (1) und den ersten drei Gleichungen (3) die 
p', die für uns für fünf unabhängige zählen, zu eliminieren ?). 
Die sechs Gleichungen sind: 
Auf tAs pr t+Asfp + Au Fr As HA 0, 
AyıPı + AgPa tAgsPs + AgaPı + Ass Ps + As un —0, 
Ad rt Aa tAsPs Au + Az Ps F As d, — 0, 
xD, 2,1, r°: m 
X, Ps +%P, —-—ß 5 
,P; = SP +XıP; =. 
Diese sind aber linear und homogen in den p;; sie 


können also nebeneinander nur bestehen, wenn die 
Determinante sechsten Grades verschwindet: 
| A,, An Ars Au A, Ass 
Ay Ay As; A,, Ass Ass 
(4) Azı A, Ayz Azy Az Ang 2a 0, 
N, 0 0 0 SEX 
0 X, 0 X, N a 
0 0 I 0 


!) Vergl. Staude, Analyt. Geometrie d. Punktes usw., 859,5. 
?) Vergl. Staude, Archiv der Math. und Phys., III. Reihe, 
S. 230, und die dort angegebene Literatur. 
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Damit haben wir die Gleichung der gesuchten 
Linienfläche schon erhalten. Um die Determinante (4) 
zu entwickeln, wollen wir zur Abkürzung die Unter- 
determinanten der Matrix: 


(5) | Ask ÄAsı Aom 


Alsdann gibt die Determinante (4) entwickelt bis 
auf einen Faktor x,'), der als nicht verschwindend 
vorausgesetzt ist: 


Aygı x + Ayıs x + Ajse x, + Asse x 
SR (A,ss as A,16) %,%, 4 (Ay 7 A.) X, X, 
AR (Azı Fi Ay35) X, X, = (Asus Sn Ayg4) X X, 
+ Az Au + (Arsı — A), —0. 


Hätten wir bei dieser Ableitung drei andere der 
Gleichungen (3) zugrunde gelegt, so wären wir ebenfalls 
zu der Gleichung (6) gelangt, multipliziert mit einem der 
WEkSoTerex ax, 12,00 Da saber: x ,.x,,%,, %,» nicht "alle 
verschwinden können, so stellt die Gleichung (6) die durch 
die drei linearen Komplexe (1) erzeugte Fläche zweiter 
Ordnung dar, 

Was in jedem einzelnen Falle durch die Gleichung 
(6) für eine Fläche zweiter Ordnung dargestellt ist, müßte 
mit Hilfe des Hauptachsenproblems der Flächen 
zweiter Ordnung untersucht werden. Es können, wenn 


(6) 


1) Über den Faktor x, vergl. ©. Staude, Archiv d. Math. 
u. Phys., 8. 239 (Anm. ]). 
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wir auch Komplexe mit imaginären Koeffizienten zu- 
lassen, alle Flächen zweiter Ordnung vorkommen. Die 
Durchführung dieser Untersuchung würde aber im allgemeinen 
sehr kompliziert sein wegen der umständlichen Zusammen- 
setzung der Koeffizienten der Gleichung (6). Man kann 
aber auf einem Wege, wie er von Plücker') angegeben 
ist, eine bedeutende Vereinfachung dieser Untersuchung 
erzielen. Wir wollen diesen Weg hier kurz skizzieren, 
ohne aber auf die nähere Ausführung einzugehen: 

Die geraden Linien der Fläche (6) sind nicht nur 
den drei Komplexen (1) gemeinsam, sondern allen linearen 
Komplexen, welche in der dreigliederigen Schar: 


(7) A, Ö, +6,+4,6,=0 

enthalten sind. Unter diesen Komplexen befinden sich 
nun oo! spezielle Komplexe, d. h. solche, deren 
Geraden sämtlich eine feste Gerade, die Leitlinie oder 


Direktrix, treffen. Denn die Bedingung dafür, daß der 
allgemeine Komplex (7) ein spezieller ist, lautet?): 


(A, Ay As , A SE h; Au) (A, Au Se Ay Ass ah Äh, Au 
ER (A, A) Ai ho Sn n h; A) (A, A, Fr hy Ay, ET A, Aus) 
En (A, Ayp = dig A : A, A,;) (A, As 2 A, 2 = h, Az) =. 


Da diese eine Bedingung für die beiden Verhältnisse 
1, :4,:4, besteht, sind in (7) tatsächlich oo! spezielle 
rd Komplexe enthalten. 

Ebenso wie wir nun bei einem Kegelsehnittblischel 
die in diesem enthaltenen Linienpaare als Grundkegel- 
schnitte nehmen können, so können wir auch die drei- 
sliederige Komplexschar (7) durch drei spezielle lineare 
Komplexe als Grundkomplexe (1) darstellen. Bei 
diesen kann man, wie Plücker ausführlich zeigt °), durch 
geeignete Wahl des Koordinatensystems die Hälfte der 


‘) Neue Geometrie des Raumes gegr. auf. — Leipzig 1868. 
?) O. Staude, Analyt. Germ. d. Punktepaares usw. & 86, 4. 
?\7Plücker NG DE 
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Koeffizienten zum Verschwinden bringen, wodurch eine 
wesentliche Vereinfachung der Entwickelung erzielt wird. 

Auf duale Weise hätten wir die den drei Komplexen (1) 
gemeinsame Fläche zweiter Ordnung auch in Ebenen- 
koordinaten erhalten können, wie Plücker dies ausführlich 
durehführt. Plücker folgert hieraus, daß durch die 
Gleichung (6) im allgemeinen Falle keine Kegelflächen 
dargestellt werden können, denn diese sind keine Flächen 
zweiter Klasse. Ebenso können dann drei lineare Komplexe 
auch nicht die Tangenten einer ebenen Kurve zweiter 
Klasse als gemeinsame Gerade besitzen. 

Indessen zeigt Plücker'), daß in speziellen Fällen 
drei lineare Komplexe so beschaffen sein können, daß ihre 
gemeinsamen Geraden keine eigentliche Fläche zweiten 
Grades mehr bilden. Er zeigt u. a., daß sie z. B. so 
beschaffen sein können, daß die durch sie bestimmte 
Fläche ein Ebenenpaar mit zwei Punkten auf dessen 
Achse sein kann. 


8.2. 


Anwendung des $ 1 auf einen speziellen Fall. 


Besonders einfach gestaltet sich die Entwicklung des 
S 1 in dem folgenden Falle. Wir wollen uns drei solche 
lineare Komplexe gegeben denken, deren Hauptachsen ?) 
bezgl. in drei aneinanderstoßende Kanten des 
Koordinatentetraeders fallen. Drei derartige Kom- 
plexe sind dann dargestellt durch die Gleichungen: 


p +KkBd>=90; 
Ps + k,Pp, =0; 
PB + kp =, 


(1) 


I) Plücker N. G., S. 144. 
=) ‚Über den Begriff „Hauptachse“ vergl. Plücker, N. G. und 
OÖ. Staude, Anal. Geoıin. d. Fläche zweiter O. 
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wo k,, k,, k, beliebige Konstante sind. (Man nennt sie 
die Parameter der Komplexe). 

In diesem Falle reduziert sich die Determinante 
Ss 1, (4) auf: 


rl k, 0 0 
0 0 k, 0 
(2) at 0 0 1 Br 
a Be 0 a X, 
EMIR AERILSRER) R. 0 —n 
0 U Be Vs X, 0 


Entwickelt lautet damit die Gleichung der durch 
die Komplexe (1) bestimmten Fläche zweiter 
Ordnung [$ 1 (6)]: 

(3) KK KR’ kr, —=0. 

Das zugrundegelegste Koordinatentetraeder ist 
demnach für die Fläche (3) ein Polartetraeder. 

Indem wir jetzt mit x, y, z, 1 für x, nz. x 20, 
gewöhnlichen Koordinaten übergehen, nimmt (3) die Form an: 

x? y* z? 
_ BER 

Die in die drei Koordinatenachsen fallenden Haupt- 
achsen der Komplexe (1) müssen demnach konjugierte 
Durchmesser der Fläche (4) sein. Stehen die Haupt- 
achsen der Komplexe (1) aufeinander senkrecht, so 
haben wir in (4) die Hauptachsengleichung der betr. 
Fläche vor uns. 

Hieraus folgt nun, daß in einer dreigliederigen Schar 
von linearen Komplexen, deren zugehörige Fläche eine 
Mittelpunktsfläche zweiter Ordnung ist, stets drei Komplexe 
zu finden sein müssen, deren endliche Achsen aufeinander 
senkrecht stehen, ebenso muß es unendlich viele Tripel von 
Komplexen in der Schar geben, deren Achsen Kkonjugierte 
Durchmesser der Mittelpunktfläche sind. 3 
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Gehört zu einer dreigliederigen Schar von linearen 
Komplexen ein Paraboloid, so ist dies nicht der Fall. 

Die Unterscheidung der in jedem einzelnen Falle 
durch die drei linearen Komplexe (1) bestimmten Mittel- 
punktsfläche ist für diesen Spezialfall sehr einfach. 

Sind die Parameter k,k,k, alle positiv oder 
allenegativ, so stellt die Gleichung (4) einimaginäres 
Ellipsoid dar, und zwar ändert sich die Fläche nicht, 
wenn alle k; zugleich ihr Vorzeichen umkehren. 

Sind dagegen zwei von den k; positiv, der 
dritte negativ, oder zwei negativ und der dritte positiv, 
so stellt (4) ein einschaliges Hyperboloid dar. Auch 
dieses ändert sich nicht, wenn sämtliche k; ihr Vorzeichen 
umkehren. Die Erklärung dieser Tatsache liegt in der 
doppelten Erzeugung einer Fläche zweiter Ordnung. 
Wir kommen darauf in den nächsten Abschnitten noch 
zurück. 

Bei reellen k; können andere Flächen als das 
imaginäre Ellipsoid und das einschalige Hyper- 
boloid durch die Komplexe (1) nicht bestimmt sein. 
Die übrigen Mittelpunktsflächen beanspruchen imaginäre 
Parameter k;. 


83. 
Umkehrung. 


Wie zu jeder dreigliederigen Schar von linearen 
Komplexen stets eine Fläche zweiter Ordnung gehört, so 
bestimmt auch umgekehrt eine Fläche zweiter Ordnung 
mit jeder ihrer Erzeugungen eine dreigliederige Schar 
von linearen Komplexen. 

Ist eine Fläche zweiter Ordnung allgemein ge- 
geben durch die Gleichung: 

4 4 


(1) 21 Ka RK 0, 
BR 
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so wird die Polarenverwandtschaft bei dieser Fläche 
vermittelt durch die Beziehung: s 


(2) 0 gıx = 2 (A19km — %k1d;im) Pım- 


Die Beziehung (2) läßt sich noch in einer einfacheren 
Form darstellen: 


Wir bezeichnen die Unterdeterminanten zweiten 
Grades der Flächendeterminante: A=(ay): 

| Akm Akn F 

| Mit Axı,mn; 

| Alm Aln 


oder indem wir die Kombinationen: 


23 531 12: 14...24.| 34 mike 
1 2 3 4 5 6 


bezeichnen: 
Akm Akn 
—Opi, 
Alm Aln 
so daß z. B. ist: 
| 
| 19 A135 2 
} 31° 
| d,, Ags 


Wegen a.ı = Aır Ist auch an; = a;n. 

Mit dieser Bezeichnung geht die Gleichung (2) 
über in): 
(3) a ee 
wo k und x zwei komplementäre Kombinationen bedeuten, 


die zusammen alle 4 Indizes 1234 enthalten k=123, 
==456) 


') Vergl. ©. Staude, Analyt. Geometrie des Punktepaares 
usw., 8 78, 11. 
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Benutzen wir nun die charakteristische Eigen- 
schaft der Erzeugenden einer Fläche, daß Sie 
ihre eigenen Polaren sind, so ergeben sich für ihre 
Koordinaten folgende sechs Gleichungen: 


6 
(4) OPr= 21 axıPpı, 


wo o ein zu bestimmender Proportionalitätsfaktor ist, und 
wo k die Werte 123456 und x die entsprechenden 
Werte 4 5 6 1 2 3 durchläuft. 


Die Gleichungen (4) stellen sechs lineare 
Komplexe dar, denen die Erzeugenden der Fläche 
(1) angehören. 


Da aber eine Fläche unendlich viele Erzeugenden 
besitzt, die p;, zwischen denen immer die Beziehung 
besteht: 

P=p 9, BB +9, 


aber nur für vier unabhängige Größen zählen, so können 
die sechs in (4) enthaltenen Gleichungen nicht un- 
abhängig voneinander sein. 

Zunächst erkennt man, daß die sechs Gleichungen (4) 
linear und homogen in den p; sind. Sie können also 
nur nebeneinander bestehen, wenn ihre Determinante: 


(5) 90) = WE: Qi ea a 
Ag] Ayo Ogz Osg %, TO Age 
Az] A39 Q33 Az 0, Ay 0 
Gı 70 Ge Aus O4 Os Os 
O5 Ga 0 Os O4 Os Use 
Agı gg Ag TO Ag Ass Gar 


verschwindet, also der Faktor oe eine Wurzel der 
Gleichung sechsten Grades ist: 


(6) 9 (0) —0. 
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Diese Gleichung (6) läßt sich nun auf die Form 
bringen): 

(A-0)’=0; 
sie ist also ein vollständiger Kubus und hat zwei 
dreifache Wurzeln: 


(7) o=+ YA unde=—yA, 
wo: A—isarıı- 


Mit Hilfe der Bedingung für die vereinigte Lage 
zweier Geraden läßt sich nun nachweisen’), daß jede 
Erzeugende, für dieo—= + YA ist, von allen Erzeugenden 
mit o—=— YA geschnitten wird und umgekehrt; daß 
dagegen zwei Erzeugende, für welche o dasselbe Vor- 
zeichen hat, sich nie schneiden. 

Daraus folgt also, daß durch den doppelten 
Wert von o die beiden Scharen von Erzeugenden 
getrennt werden. 

Es läßt sich ferner zeigen, daß nicht nur die 
Determinante (5) für jede der beiden Scharen von 
Erzeugenden verschwindet, sondern auch alle Unter- 
determinanten fünften und vierten Grades. Deshalb 
zählt jedes der beiden Gleichungssysteme (4) nur 
für drei unabhängige Gleichungen. 

Wir erhalten also folgenden Satz: 

Jede der beiden Scharen von Erzeugenden 
einer Fläche zweiter Ordnung besteht aus den 
gemeinsamen Geraden dreier unabhängiger 
linearer Komplexe, bezl. einer dreigliederigen 
Schar von solchen Komplexen. 


‘) Auf die genauere Ableitung kann hier nicht eingegangen 
werden. Man findet diese bei: O. Staude, Über die Erzeugenden 
der Fläche zweiter Ordnung, Archiv für Mathem. und Physik, 
dritte Reihe, S. 230 oder O. Staude,: Analytische Geometrie des 
Punktepaares, des Kegelschnittes und der Fläche zweiter Ordnung, 
ILS 147. 

?”) Siehe Anm. 1. 
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Ss 4. 
Anwendung von $ 3 


auf eine auf ein Polartetraeder bezogene 
Fläche zweiter Ordnung. 


Auf ein Polartetraeder bezogen, habe eine Fläche 
zweiter Ordnung die Gleichung: 


(1) 2,% +3,%,4+3,%,°+23,x%,°=0. 


Bei dieser Darstellung der Fläche findet die 
Polarenverwandtschaft ihren Ausdruck in den 
Gleichungen |[S 3 (4)]: 


P4ı = %2,P9; PL =%, aD; 
(2) pP, =%,4,P; Pr —=%,A,P;; 
Pe = %P;; Pi —9,2,P,- 

Nach Analogie von 8 3 ergeben sich jetzt aus (2) 


für die Erzeugenden der Fläche (1) folgende 
Gleichungen: 


op, = %4Pı; EePı =, 4, Ps; 
(3) 0; =%,4,Pp; 0% —%,4,P,; 
op, =, %P,;; 0P; —=4,4,P,- 

Für o erhalten wir hieraus zunächst: 


ar ‘ ‘ 
0 —a,%4,4, 


oder: 
(4) 0=Ew, 
wo=YVa 3,a,a, unde=-+1 oder =— 1 ist, je nach 


der Erzeugung. Wir ‘erhalten in der Tat in Überein- 
stimmung mit S 3 nur zwei Werte für o. 

Durch Einführung des Wertes von o in (3) erhalten 
wir weiter: 


20 
Ee@P, =3%,a,Pp,; Eowp, =a,4,P,; 
(5) EOP. Au Den as, 
EP FED od, aan 
Man erkennt jetzt leicht, daß z. B. die rechte Reihe 
dieser Gleichungen entsprechend durch Erweiterung mit 
eo aus den Gleichungen der linken Reihe hervorgeht. 
Von den Gleichungen (5) sind demnach nur diejenigen 
der linken Seite voneinander unabhängig, so daß 
sie allein für unsere weitere Ableitung in Betracht 
kommen. 
Jede der beiden Scharen von Erzeugenden 
der Fläche (1) besteht demnach aus den gemein- 


samen Geraden dreier unabhängiger linearer 
Komplexe, deren Gleichungen die folgenden sind: 


(6) Ee®@Pp, — AP, EP, —4A,4A,Ps; 
EWP,— 4, 4,P;; 

wo e=-+1 oder —1 ist, je nach der Erzeugung, die 

wir betrachten wollen. 


8 5. 
Parameterdarstellung der Erzeugenden der 
Fläche zweiter Ordnung $8 4 (1). 
Außer den Gleichungen S 4, (6) müssen die 


Koordinaten der Erzeugenden der Fläche $ 4, (1) auch 
noch der Identität: 


(1) P=p 9 +PRB + PP —0 
genügen. 
Aus (1) ergibt sich aber infolge von $ 4 (6): 


2 2 
oder: Dr — Ps —ı De, 
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Indem wir diesen Ausdruck auf den Nenner: a,a,a, 
bringen, nimmt derselbe die Form an: 


(2) ap +%P°r3,Pp, —0. 


Dieser Gleichung wird genügt durch den Ansatz'): 


(3) 000; :——®sino. 
6 1 6 2 


Mit (3) folgt alsdann aus (1): 


) E09 Ef ). E00 RU 
(4) D; — —__ 3 068 o; Pa = —— V- Fr sınd; 
PD; A, A, a, P; a,4, Ay 
P3 @ 
Pe ı 99 


Alle diese Gleichungen (1)—(4) können nun, wie 
man leicht einsieht, ersetzt werden durch die Parameter- 
darstellung: 


Pı:Pa:P3:Pı:Ps: Pe = 


Hierbei hat ® stets den Wert: 


BE rs A, A, Ar 
1 


) Vergl. OÖ. Staude, Analytische Geometrie des Punkte- 
paares, d. Kegelschnittes und der Fläche zweiter Ordnung $ 82, 
(6)—(7) s. 446—447, 
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Setzen wir: 


d 
(6) tang nr 2, 
ist ann ae 
Te 


und (5) geht über in: 
Pı 'B:P,:B:D,:m 


(7) —— YV —(1—4°):2 —Y — +): —— le 


a,a,. 2, a,a,1a a, A, a, 


sel 2 
BR pe 2. Ve £ 
Via 12): 2 „t: „+, 


Ve 4,2,4,; et]. 


Damit haben wir die Erzeugenden der Fläche 
8 4, (1) abhängig von einem willkürlichen Parameter A 
dargestellt. Die beiden Erzeugungen unterscheiden sich 
durch die beiden Werte vne=-+tl. 

Wir werden von dieser Parameterdarstellung der 
Erzeugenden einer auf ein Polartetraeder bezogenen 
Fläche zweiter Ordnung später Gebrauch machen. 

Ist nun die Gleichung des allgemeinen linearen 
Komplexes: 


8 Amp +Ap FAR An Tan 


und setzen wir in (8) die Werte (7) ein, so erhalten wir 
eine Gleichung, die von den Komplexkonstanten 
identisch in A erfüllt sein muß, wenn der Komplex 
die eine oder die andere Erzeugung der Fläche 
S 4, (1) enthält. Da diese identische Gleichung in 4 
vom zweiten Grade ist, so erhalten wir für die Komplex- 
konstanten in bezug auf jede Erzeugung drei Be- 
dingungsgleichungen: 
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Sea +4) - 
SBllı BT. 
er eV Von =. 
EZu, ı | 00) 1 villa \ Jen. 2 
rn +A, «ey Aa R Fa 


Aus diesen Gleichungen gehen notwendig folgende 
hervor: 


(9) EBEN BON A, ED 
gg ) I ’ = erg 
DAS DAL ER aA,» A, 8, 


Das sind aber drei Bedingungsgleichungen für 
die fünf unabhängigen Komplexkonstanten. Jede 
Schar von Erzeugenden einer Fläche zweiter Ordnung 
ist demnach in einer und nur einer dreigliederigen 
Schar von linearen Komplexen enthalten. Die durch (9) 
bestimmte dreigliederige Schar von linearen Komplexen 
hat die Gleichung: (A,=4,ew, A,=4, 3,2, USW.) 


1, (8, 3,Ppı —Ee@®p,)-+ 4, (a, a, P —EWwP,) 
+ 4; (a, a, P, — &0P,) = 


Diese Schar ist aber mit der durch die Komplexe 
S 4, (6) bestimmten Schar identisch. 

Soll ein linearer Komplex (8) zugleich beide Er- 
zeugungen einer Fläche |$ 4, (1)] enthalten, so 
müssen seine Konstanten nach (9) den sechs Be- 
dingungen genügen: 


Be Q} ER N 
(10) a A, A, Ar A; A, 2 a, A, 
A, 0) A, 0) A, @® 
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Es müßten also z. B. die beiden Bedingungen 
erfüllt sein: 
wA, — 2,3, A,=0, 
oA, +2,23, A,=0. 
Das wäre aber nur möglich, wenn: 


| 


Wade | 
(11) | eh 
| O7 asd, 
Ebenso müßte auch: 
(11) 208,4 —U, 2034, — 0. 


werden, wenn ein linearer Komplex beide Erzeugungen 
einer Fläche enthalten soll. Die Bedingungen (11) sind 
aber nur erfüllbar, wenn ! 


a, y—A—N, 


also die Flächendeterminante verschwindet. 

Ein linearer Komplex kann infolgedessen 
unter keinen Umständen beide Erzeugungen einer 
eigentlichen Fläche zweiter Ordnung enthalten. 

In S 4, (6) hatten wir für die Erzeugenden der 
Fläche $ 4, (1) folgende drei Gleichungen gewonnen: 


EeoaPp, = %,4,P,; E®P, —4,4, Ps; 


EP, — 4, A, P;, 
wo @ MR a,24,a4, und e=-+ 1 oder —1, je nach der 


Erzeugung. 


Gehen wir jetzt zu gewöhnlichen Koordinaten 
über und betrachten das einschalige Hyperboloid: 


X Y Z 
(3) ea 
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2 - 1 
so müssen dessen Erzeugenden [nach (1) mit a, 55 


1 | 
st N Rt Kr 1] folgenden Komplexen an- 
1 
gehören, da = ist! 
abe 


(4) 


wo wieder e=+ 11 ist. 

In Übereinstimmung mit $ 2 erkennen wir auch 
hier, daß für die eine Schar von Erzeugenden die beiden 
ersten Komplexe (4) positiv, der dritte aber nega- 
tiv gewunden ist. (Bei der zweiten Erzeugung um- 
gekehrt). 

An Stelle der Gleichungen (1) sind nun in Clebsch- 

N“ 


Lindemann, Geometrie des Raumes’) folgende 
Gleichungen angegeben: 


Dp, Va, = al Va,a,; 
(5) P; Vs a, = I#D; Va, 4; 
Ppı Va, ,—=Ttp, Vaa, 


wobei ausdrücklich hervorgehoben wird, daß das obere 
Zeichen für die eine, das untere für die andere Erzeugung 
gelten soll. Über die Vorzeichen der Wurzeln sind dabei 
keine Aussagen gemacht. Gehen wir also wieder zum 
einschaligen Hyperboloid über, so erhalten für die 
erste Erzeugung: 


!) Vergl. O. Staude, Anal. Geometrie des Raumes S. 407 (22). 
?) 2te Abteilung S. 144 (7). 
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für die zweite: 
+0; 
a 
u 


Wo &, &, &, unbestimmte Vorzeichen bedeuten sollen. 


Aus den Formeln (4) aber, die ihrerseits keine 
Vorzeichenunbestimmtheiten enthalten, geht jetzt hervor, 
daß die &,, &,, &, nicht zugleich alle +1 oder alle — 1 
sein können, sondern daß zwei vonihnen +1 und das 
dritte — 1 sein muß. 


Deshalb bedürfen die Formeln (5) noch einer - 
Ergänzung, die uns über die Vorzeichen der 
Wurzeln Aufschluß gibt. 


Aus demselben Grunde ist auch die von F. Schur’) 
angegebene und benutzte Parameterdarstellung der 
Erzeugenden, die sich an die von Glebsch gegebenen 
Gleichungen (5) anschließt: 

EN 4,, RB = tu Va,a, a,; = tv Va,a,, 
p=AV3a; BB =uVaa; pp —r Va, 


einer Ergänzung in bezug auf Vorzeichen bedürftig. 


!) Vergl. Mathematische Annalen, Band 21 8. 515. 
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8 6. 
Beziehung der beiden dreigliederigen Scharen 
$ 4 (6) zueinander. 


Die beiden Scharen $4, 6) (= +1, e=— 1) 
haben die Gleichungen: 


A, (A, 4,Pı — © P,) Hr A, (2; 4, Pa — ® P;) 


(1) 
+4,(& 8,9, —op,)=0 
und: 
(1) 4,(4,3,Pı +®P,) + (aa, pP + @®p,) 


+4(4,3,9 + ®P,)=0. 


Die Bedingung dafür, dab der Komplex: 
4,9, T%:PB + ABB HA,P, TA, + Asp — 0 
ein spezieller ist, lautet: ') 
(2) A,A,+A,A,+A, A, =0. 


Bilden wir nun die Bedingung (2) für die Koeffizienten 
des allgemeinen Komplexes (1), so erhalten wir: 


(3) A, d; Art Ta, a, ae a, d, I. —=0 


als Bedingung für diejenigen A, A, A,, die uns in (1) 
spezielle lineare Komplexe liefern. (3) ist für das 
Verhältnis A,:A,:A, quadratisch, so daß in (1) in der 
Tat oo! speziellen Komplexe enthalten sind. Aus der 
charakteristischen Eigenschaft der speziellen linearen 
Komplexe*) ergibt sich nun, daß die oo! Leitlinien der in 
(1) enthaltenen speziellen linearen Komplexe von allen 
(Geraden, die den oo? Komplexen der Schar (1) gemeinsam 


I) Vergl. OÖ. Staude, Analyt. Geometrie des Punktepaares 
des Kegelschn. usw. 8 86, 4. 
2) Vergl. S. 12. 
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sind, also von den Erzeugenden der ersten Schar der 
Fläche $ 4, (1) geschnitten werden. 


Daraus können wir weiter folgern, daß die oo!. 
Leitlinien der speziellen Komplexe, die in der 
Schar (1) enthalten sind, die zweite Erzeugung 
der Fläche ausmachen. Diese Leitlinien müssen 
also die gemeinsamen Geraden der Schar (1‘) sein. 
Das zeigt sich auch in den Formeln. 

Sind A,‘, Ay, A, drei Werte: von A, A, 4, dee 
Bedingung (3) genügen, die also, in (1) eingesetzt, einen 
speziellen Komplex liefern würden, so ergeben sich für 
die Koordinaten der Leitlinie dieses Komplexes folgende 
Werte (mit Hilfe der Bedingung für die vereinigte Lage 
zweier Graden): 
y=-40 ..—- 0 Ben 


(5) ‘ ‘ 
pP‘ =h'3,8,; Pr‘ A‘ a,a,, Pe’ 4,2, 2. 
Setzen wir die Werte (5) in die Gleichung (1’) ein, 
so erhalten wir: 


(6) — AA, W@ + A, A, 9,8, 0 —A,4,' 9,8, @ 
+4,4,'4,4,0—4,1,'4,4,0-+-4,4,'4, 4, ®. 

Diese Gleichung ist aber identisch in A, A, A, 
erfüllt. Die Leitlinien der oo! speziellen Komplexe 
der Schar (1) sind mithin die gemeinsamen Geraden 
der Schar (]). 

Nun ist aber die Gleichung (6) nicht nur für die- 
jenigen A,‘ A,‘ A,‘ erfüllt, die der Bedingung (3) genügen, 
sondern auch identisch in A,‘ A,‘ A,‘. Das führt uns 


nun zu einer weiteren Beziehung der beiden Scharen (1) 
und (1%). 


Sind zwei lineare Komplexe gegeben: 


6 6 
(7) = Si a0 p —=0; 6, =i ap, —0, 
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so liegen diese in Involution,!) wenn von ihren 
Koeffizienten die Bedingung erfüllt ist: 


(8) 2a =, 
wo ix eine der Kombinationen: 
14, 25, 36, 41, 52, 63 ist. 


Fassen wir die eine Reihe der Koeffizienten als 
Unbekannte auf, so eıkennen wir, daß zu einem 
linearen Komplex stets eine vierfach unendliche 
Schar von linearen in Involution liegt. 

Entsprechend diesem liegen nun zwei drei- 
gliederige Scharen von linearen Komplexen, die 
bestimmt sein mögen durch die Komplexe: 


rs „Ö Grtey 
6 ’ 
9) ae) . „6 (2) i 
Il. B—2ib, De: B, = 2i bie p=0; 


6b, 09 
B;= Si b,®9p,—=0 


in Involution, d. h., liegt jeder Komplex der einen 
Schar zu jedem Komplex der andern Schar in Involution, 
wenn die Bedingungen erfüllt sind: 


6 6 £ 3 < 
(10) Di a, b, © = ; Be a, b,9 = () : >; a. (1) b,® USW. 
1 z 1 > 1 x 
bis a9 M—0. 
1 a 


Die Bedingungen (10) sind aber von den beiden 
Komplexscharen (1) und (1) erfüllt, wie man durch ein- 
faches Einsetzen erkennen kann. 


’) Vergl. für die folgenden Betrachtungen, F. Klein, Mathem, 
Annalen, Band 2, S. 198. 
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Fassen wir nun die bisherigen Resultate zusammen, 
so ergab sich: 

Jede der beiden Erzeugungen einer Fläche 
zweiter Ordnung istin einer dreigliederigen Schar 
von linearen Komplexen enthalten. Die Leitlinien 
der in der einen Schar enthaltenen speziellen 
Komplexe bilden stets die zweite Erzeugung der 
Fläche. Die beiden Komplexscharen liegen in 
Involution. 


SE: 
Zuordnung bestimmter Komplexe | 
aus den beiden Scharen $ 6, (1) und (1%. 


Bezogen wir eine Fläche zweiter Ordnung auf ein 
Polartetraeder, so gehörte jede der beiden Erzeugungen 
einer dreigliederigen Komplexschar an, die u. a. bestimmt 
sind durch die Grundkomplexe: 


(1) EP, — u, 3,P, =0; Eew pP, — 3,2, P,—=0, 
EWP; — 4,9,P, =, 

wo durch den doppelten Wert von e beide Erzeugungen 
auseinandergehalten werden. Die Achsen der drei Kom- 
plexe (1) fallen in drei zusammenstoßende Kanten des 
Koordinatentetraeders. Wir gelangen von der einen Er- 
zeugung zu der anderen, indem die Parameter der 
Komplexe ihr Zeichen umkehren, die Achsen bleiben 
unverändert. Nehmen wir ein anderes Polartetraeder 
als Koordinatentetraeder, so erhalten wir wieder drei Kom- 
plexe von der Form (1) bezg]l. für jede Erzeugung. 

Die Komplexe der beiden Scharen werden 
einander also in bestimmter Weise zugeordnet. 
Von beiden Scharen gehören immer zwei Tripel so zusammen, 


1) Siehe J. Plücker, N.G.d.R.S. 
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daß die Achsen bezw. dieselben sind und nur die Para- 
meter entgegengesetztes Zeichen haben. Ein spezieller 
Fall hiervon ist, daß beim einschaligen Hyperboloid 
jede der beiden Erzeugungen je drei Komplexen angehörten, 
deren Achsen in die Hauptachsen des Hyperboloids 
fallen. Bei der einen Erzeugung sind aber die Komplexe 
entgegengesetzt gewunden wie bei der anderen. 

Überhaupt muß jeder Durchmesser der Fläche zu- 
gleich die Hauptachse zweier entgegengesetzt gewundener 
Komplexe sein, denen bezw. die beiden Erzeugungen 
angehören müssen. Das hat seinen Grund darin, dab 
drei konjugierte Durchmesser stets drei zusammenstoßende 
Kanten eines Polartetraeders der Fläche sind und für 
diese der eben angeführte Satz gilt. 
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Beziehungen der Komplexe zweiten Grades 
zu den Flächen zweiter Ordnung. 


Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, sind 
die Beziehungen der Flächen zweiter Ordnung zu den 
quadratischen Komplexen nicht so unmittelbare, wie die- 
jenigen zu den linearen Komplexen. 

Aus den beiden in der Einleitung angeführten 
Sätzen von S. Lie und F. Schur geht aber hervor, dab 
dennoch gewisse Verbindungen der Flächen zweiter Ordnung 
und den quadratischen Komplexen existieren. Daß es 
tatsächlich quadratische Komplexe gibt, die die Erzeugenden 
einer Fläche zweiter Ordnung enthalten, erkennen wir 
zum Beispiel an dem Tangentialkomplex einer 
Fläche zweiter Ordnung. Dieser ist vom zweiten Grade 
und enthält sogar beide Scharen von KErzeugenden. 
Auch die als Komplexe aufgefaßten Schnittkurven 
einer Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene liefern 
uns Beispiele für quadratische Komplexe, die die 
Erzeugenden einer Fläche zweiter Ordnung enthalten. 

Die eben angeführten quadratischen Komplexe ent- 
halten sogar zugleich beide Scharen von Erzeugenden. 
Es wird aber auch quadratische Komplexe geben, die 
nur eine Schar von Erzeugenden enthalten. 

Unsere Untersuchungen werden sich demgemäß in 
zwei Abteilungen gliedern: Wir werden zunächst die- 
jenigen Komplexe zweiten Grades behandeln, die nur 
eine Erzeugung einer Fläche zweiter Ordnung ent- 
halten, und uns dann denjenigen Komplexen zuwenden, 
welche zugleich beide Erzeugungen einer Fläche 
zweiter Ordnung enthalten. 
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Quadratische Komplexe, die eine der Erzeugungen 
einer Fläche zweiter Ordnung enthalten. 


sl. 
Mannigfaltigkeit dieser Komplexe. 


Denken wir uns wieder eine Fläche zweiter 
Ordnung, auf ein Polartetraeder bezogen, gegeben 
durch: 


(1) a X +3, X, +2, X, +, X =0, 


so hatten wir für ihre Erzeugenden folgende Parameter- 
darstellung gefunden: 


De, x ER: 

@) For 2. V+-: rar 
|. 
| 


— 4°): — dA: re 2). 
a9: 4.92: Y-la+a; 


(3) wo = Versi e=-+1 oder —1, 


je nach der Erzeugung, die wir betrachten. 
| Ein quadratischer Komplex habe allgemein die 
Gleichung: 

6 


(4) iz I: P; Pk —0. 


1 
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Soll nun der Komplex (4) die eine Erzeugung 
der Fläche (1) enthalten, so müssen die Werte (2) 
(vielleichtt <= +1) die Gleichung (4) identisch in 4 
erfüllen. 

Durch Einsetzen von (2) in (4) erhalten wir, da (2) 
in A quadratisch ist, eine Gleichung vom vierten Grade 
in 4. Demnach ergeben sich für die Koeffizienten eines 
quadratischen Komplexes, der die eine Erzeugung der 
Fläche (1) enthält, fünf Bedingungsgleichungen. 

Da ein quadratischer Komplex aber von neunzehn 
unabhängigen Konstanten bestimmt ist, muß also die eine 
Erzeugung einer Fläche zweiter Ordnung in einer 
Mannigfaltigkeit von oo!* quadratischen Komplexen 
enthalten sein. 


Wir versuchen, über die Art der Komplexe einigen 
Aufschluß zu erlangen. 


8 2. 


Der Satz von S. Lie. 


Nach dem in der Einleitung, Seite 6 wiedergegebenen 
Satze von S. Lie muß sich unter den oo!* quadratischen 
Komplexen, welche die eine Schar von Erzeugenden einer 
Fläche zweiter Ordnung enthalten, eine gewisse Anzalıl 
von tetraedralen Komplexen befinden. Dieser Satz 
lautete: 


„Die Erzeugenden der einen Schar, sowie die 
der anderen Schar auf einer Fläche zweiter 
Ordnung schneiden ein beliebiges Tetraeder, 
sobald dessen Ecken auf der Fläche liegen, in je 
einem konstanten Doppelverhältnis.“ 

Da ein Tetraeder durch zwölf unabhängige Kon- 
stanten bestimmt ist, die, wenn die Ecken desselben auf 
der Fläche liegen sollen, vier Bedingungen unterworfen 


35 


sind, so wird: nach dem Satze von Lie jede der beiden 
Erzeugungen der Fläche zweiter Ordnung in oo® 
tetraedralen Komplexen enthalten sein. 


Das Doppelverhältnis der Schnittpunkte einer 
durch ihre Koordinaten p; gegebenen Geraden mit 
den Koordinatenebenen ist gegeben durch einen der 
Ausdrücke: 


(1) Pen 2 Di: DD, 
Tr 


je nach der gewählten Reihenfolge der Schnittpunkte. 
Die Koordinaten aller Geraden, die das Koordinaten- 
tetraeder in demselben Doppelverhältnis schneiden, müssen 
deshalb den Gleichungen genügen: 


P> P; P3 Ps 
2 TR Er et EA IT 
2) Ps Ps AD, k 
p 
ıPı _ K, 
P> P; 


Diese Gleichungen lassen sich durch Addition auf 
die Form bringen: 


(3) PP +PR%P + PP =. 


Nehmen wir also das Fundamentaltetraeder 
eines tetraedralen Komplexes als Koordinaten- 
tetraeder, so hat dessen Gleichung die Form 6), 
wo P,, P,, P, Funktionen des Doppelverhältnisses sind. 


Unter den oo! quadratischen Komplexen, die die 
eine Erzeugung einer Fläche zweiter Ordnung enthalten, 
müssen sich nach dem Lieschen Satze also o0® befinden, 
die sich durch geeignete Wahl des Koordinatensystems 
auf die Form (3) bringen lassen. 


Dafür soll jetzt der Nachweis gebracht werden. 
Zu diesem benötigen wir die Parameterdarstellung 


8 
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der Erzeugenden einer auf ein eingeschriebenes 
Tetraeder bezogenen Fläche zweiter Ordnung, 
die wir zunächst ableiten. 


8 3. 
Parameterdarstellung der Erzeugenden 
einer auf ein eingeschriebenes Tetraeder 

bezogenen Fläche zweiter Ordnung. 


Beziehen wir eine Fläche zweiter Ordnung auf ein 
ihr eingeschriebenes Tetraeder, so fallen in ihrer Gleichung 
die Quadrate fort und diese nimmt die Form an: 


(1) Agg Xp X; I Ası X X, Ey dj9 X, X) = Ay X, x, a Ayy Xo X, 
+2, y—=0. 


Auf Grund dieser Darstellung wollen wir jetzt 
nach einer Parameterdarstellung der Erzeugenden 
suchen. 

Die Flächendeterminante von (1) ist: 


(2) A= ) d19 dj Aa 
| Ay] 0 Ayz Ayy 
| 0 FT 
da] &y9 Ass 
Ay 49 ‚Aya 0 


oder entwickelt: 


PrLER 2 >) 2 2 9, E : 
) Az Ay 1 pri As Ay — 2 251 Ayy Ara Ası 


(3 
Dr 219 Agy Ay; Ay er Ayz 914 az] Ay4- 


Die Unterdeterminanten zweiten Grades von 
A haben die Werte: 
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[%ı A A A 
a Ay 9 Ag — Azı Ay; ds — Aziz di; 
gg = — Az; Agy— Agı Aygs Ayı = Ayı Aus, 

(4) Ayg — Ag; Ad, Ay dyy5 Ay: = — Az, Ayı; 
Ga ag; = — Andres Ass An As; 
A Az A Bez dr; Au = — A; a = — a Ay; 
= — ad I a — dd 
I = — a. 


Damit erhalten wir nach $ 3, (4) der Einleitung 
für die Koordinaten der Erzeugenden der Fläche 
(1) folgende Gleichungen: 


[ (a O)Pıt Ası daDe — a HP — Au Pr — %, 914 P; 

— 4,2, =0; 
— Ag Asa Pı I (a — O) Pa + 22 Ass Ps — %ıı Ası Di 

— a, Ps — ad, 0; 

ud As Di or Ay Ag De = (ss — 0) Da — Aus Ayı Di 

— 2,2, 2, Bi =0; 
a Pı + Azı sg Pa + Aıa %3 Ps + Ge) 

— 2,4995 P5 + 9, 2; Pe = 0; 
293 %1 Pı—&;ı" Pot Aus Ası Pa + A451 Pı + (a5 —O)Ps 

— Ay AP —0; 
a5 9 Pı + Azı Aa Pos — Aa" Ds — 314% Pı + Ar ds Ds 

| + a, oO) =. 

Hierbei hat nach S 3, (6) Einleitung o die beiden 

Werte: 
(6) e=+VA;e=— YA, 
je nach der Erzeugung, die wir betrachten. A hat dabei 
den Wert (3). | 
| Wir werden im Verlaufe der folgenden Entwicklung 
sehen, daß die Gleichungen (5) in Übereinstimmung mit 
dem, was wir in der Einleitung Seite 18 bemerkten, in 
der Tat nur für drei unabhängige zählen. 


(5) 


ut m, 
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Indem wir die erste und vierte der Gleichungen (5) 
mit a,, bezgl. a,, multiplizieren und beide dann 
addieren und subtrahieren, und auch mit der zweiten 
und fünften, dritten und sechsten Gleichung (5) analog 
verfahren, erhalten wir an Stelle von (5) folgende neue 
Gleichungen: 


[ (Q14 — 393 814 — 0) (&5 Pı + Ars Ps) 
+ 22,, 4, (&ı Pa — u P)= 0; 

(@y5 — Ag da, — 0) (Agı Pa + Ay, B;) 
+ 22, %, (Aa; — 4, BP) 9; 

(ya — Ay A534, — 0) (Aa Ps + Az Po) 
+ 22,5 25, (&%; Pı <- Au P)=0; 

(Q4 T 93% — 0) (dor Pı — ae D,) 
— 22,3%, (&5P; + 4,,P) = 0; 

(@ys + &51ı &4 — 0) (Azı Pa — 34 P5) 
— 2, a, (A, Pı + A, P)—=0; 

(Ay + 919 43, — 0) (Aı9 Pz — 2%; Bo) 
— 22,52, (A, Pat Au PB) = 0. 


(7) 


Br 


Diese Gleichungen ersetzen die Gleichungen (9) 
nach jeder Richtung hin. 

Von den Gleichungen (7) sind nur die ersten 
drei voneinander unabhängig. Dagegen sehen wir, 
daß z.B. die erste und fünfte Gleichung (7) linear 
und homogen sind in: 


4: PM 3. p nem Ta 


und infolgedessen nur dann nebeneinander bestehen 
können, wobei sie aber nur für eine zählen, wenn die 
Determinante: 


[4 
Ay Agg 4, 0 2 2,5 %4 


= WE 
2 2,194 laleHaraı Oo 


(8,) 


39 


Ebenso können die zweite und sechste, dritte und 
vierte Gleichung (7) nur bestehen, wenn die Determinanten: 


(8 ) Asg or Ay] do, >‘ % 2 d,] Ay | Be 0 
i — 
24,,9;, — (A + 953, — 0) | 
und: 
(8 ) | ass ad, 0 2 1, d,, 0 
3 ee 
24,4, — (a, + a5, 0) | 
sind. 


Die Bedingungen (8) sind aber erfüllt, denn sie er- 
geben übereinstimmend: 


oe=-+ YA, wie in (6). 


Entwickelt man nämlich z. B. die erste Gleichung 
(8), so erhält man in der Tat: 


galt ‚ 2 ; ie 
Sdlinm (a;, Agua — Ay; A,4 Ayo a, ,) =4 Az] Ay, Ag d;, = A. 


Die sechs Gleichungen (7) sind also mit- 
einander verträglich und zählen nur für drei un- 
abhängige, wie wir schon voraussagten. Für den 
weiteren Verlauf unserer Entwickelung sind daher nur 
die drei ersten notwendig, aber auch hinreichend. 


Setzen wir zur Abkürzung: 


F,=9, — Ay; 44; 
Es — A, —4d,, Ay, 


(\ D 
F,=4a,— 2,3, 
so lauten die ersten drei der Gleichungen (7): 


(EZ 0) BD aBu De) 28, 8, (Am Da A, PD) 0, 
(Fa, — Oo) (Azı Pa + As Ps) + 2 251 ası (A1s Ps — u Pe) = 0; 
(Ola DEF Ass De) + 2 845 As, (As; Dim, PD): 
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Wir können sie auch in der Form schreiben: 


[ d93 Pı an &,4 Pı I 2 2,, a4, 

N I 

A5ı Pa — 4, Ps Bo 

(10) A;ı Pa SR al Da iur, 2 &;, Aoy, 
A19 Pa — 954 Pe et, 

d12 P3 4 Ps N 2 A,9 %, 

| A335 Pı — A Ps a 


Bei dieser Entwicklung müssen wir aber alle 
diejenigen Fälle ausschließen, bei denen das 
Koordinatentetraeder so gewählt ist, daß in der 
Flächengleichung (1) mehr wie ein Koeffizient 
verschwindet. Diesen Fall müssen wir getrennt 
behandeln. Er spaltet sich, wie wir sehen werden, in 
mehrere Einzelfälle, von denen die meisten allerdings keine 
Bedeutung haben. Das Verschwinden eines Koeffizienten 


hat keine Unbestimmtheit zur Folge. 

Wir setzen also voraus: Vondena,, sei nicht 
mehr als eins=0. | 

Unter dieser Bedingung gehen die Gleichungen (10) 
über in: 


1 


[ a5, Pı + Au Pa = — 279 94; 
%3Pı — du Pp, =r (Fu, —0o); 

(11) d;] Pt a. = —--2u2,, dg4; 
2 — Au AP, — 0); 

,P; + Au = — 292,94; 


&,5 Ps — 43, P, = MU CB, io) 


wo Au» gewisse Proportionalitätsfaktoren sind, die 
aber, wie wir sehen werden, einer gewissen Bedingung 
genügen müssen. 
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Aus (11) resultieren sofort die Gleichungen: 


[ 22, =— 242,2, +r(F.,— 0); 

22,» = — 243,74, +4(Fı— 2); 

(12) 22, = —-272,%, Faso); 
22, = —24a,2,— rl, —0); 

22,9, = — 203, a4 AUF, 9); 

(22, =- 2ra 52, —ulP,—o). 


Damit haben wir aber die gesuchte Para- 
meterdarstellung der Erzeugenden der Fläche (1) 
gefunden. Die Parameter Au» müssen wegen der 
Identität: 


P=pp, TBB +; =0 


noch die Bedingung erfüllen: 


A en 2 
22 (4 re Eur 0 ) + u? £ alias Ense 
N A, d;, 


Durch die Bedingung (13) wird die Anzahl der 
willkürlichen Parameter auf zwei eingeschränkt, und da 
es außerdem nur auf die Verhältnisse der p, also auch 
nur auf die Verhältnisse der Au» ankommt, so haben 
wir.in (12) die Erzeugenden tatsächlich als einfache 
Mannigfaltiekeit dargestellt. Diebeiden Erzeugungen 
werden durch das doppelte Vorzeichen von o von- 
einander getrennt. 


Es mag nochmals hervorgehoben werden, daß die 
Darstellung (12) nur Gültigkeit hat, wenn in der 
Flächengleichung (1) nicht mehr wie ein Koeffizient 
verschwindet. 
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S 4. 
Direkter Beweis des Satzes von S. Lie. 


Mit Hilfe der Darstellung S 3, (12) ist nun der 
direkte Beweis des Lieschen Satzes ohne große 
Schwierigkeiten zu führen. 

Sollen die Erzeugenden der Fläche $ 3, (1) das 
Koordinatentetraeder in einem konstanten Doppel- 
verhältnis schneiden, so müssen sie, wie wir festgestellt 
hatten, einer Gleichung von der Form: 


(1) Pr + Rp Fepp 0 


genügen. Das ist aber in der Tat der Fall: 

Haben wir irgend eine einfache Mannigfaltigkeit 
von Geraden gegeben, vielleicht durch die Parameter- 
darstellung: 


(2) Pre Hi (A), i=1,2,3,4,5,6, 


so genügen diese der Gleichung (l), wenn gewisse 
Bedingungen erfüllt sind, die wir durch Einsetzen von 
(2) in (1) erhalten. (1) muß dann identisch in A erfüllt 
sein. Die Zahl der Bedingungsgleichungen ist von dem 
Charakter der Darstellung (2) abhängig. Ist z.B. (2) in 
) quadratisch, so werden wir, da (1) in den p; quadratisch 
ist, im allgemeinen fünf Bedingungen für die P; erhalten; 
die identische Gleichung ist dann vom vierten Grade. In 
diesem Falle werden wir also zur Bestimmung der P;, die 
für zwei unabhängige zählen, zuviel Gleichungen erhalten. 
Nur bei ganz speziellem Charakter der Darstellung(2) 
werden wir nur zwei Gleichungen erhalten. | 

Dies letztere trifft nun für die Schar von Erzeugenden 
S 3, (12) zu. In den Verbindungen 9, P,; RP. , BEP.) 
kommen, wie man erkennt, nur die Quadrate der Au» 
vor und außerdem keine Glieder ohne Auv. Dividieren 


2 
wir dann z. B. durch »?” und drücken z nach 8 3, (13) 
2 
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2 
durch = aus, so enthält die identische Gleichung, 
v 


die wir durch Einsetzen von $ 3, (12) in (1) erhalten, 
i H94: ja 1 
nur Glieder mit und Glieder ohne 2 Wirwerden 


deshalb für die P; gerade zwei Bedingungs- 
gleichungen erhalten, die sie eindeutig bestimmen, 
da sie in ihnen linear sind. 

Damit haben wir aber nachgewiesen, daß die Er- 
zeugenden der Fläche S 3, (l) einem tetraedralen 
Komplex angehören müssen, der das der Fläche 
einbeschriebene Koordinatentetraeder als Funda- 
mentaltetraeder hat. 

Derselbe Beweis gilt für jedes der Fläche ein- 
geschriebene Koordinatentetraeder, allerdings unter der 
auf Seite 40 gemachten Voraussetzung, daß in der 
Flächengleichung nicht mehr als ein Koeffizient fehlt. 
Diesen letzteren Fall betrachten wir in S 6 besonders. 

Damit ist der Liesche Satz für den allgemeinen 
Fall aber bestätigt. Unter der S.40 gemachten Voraus- 
setzung ist jedes der Fläche einbeschriebene 
Tetraeder Fundamentaltetraeder zu zwei tetrae- 
dralen Komplexen, von denen dem einen die erste 
Erzeugung, dem andern die zweite Erzeugung 
der Fläche angehört. Die eben durchgeführte Ent- 
wicklung gilt ja für beide Werte von o. 

Es erübrigt noch, die Gleichung dieser tetraedralen 
Komplexe wirklich aufzustellen. 


85. 
Aufstellung der Gleichung 
der genannten tetraedralen Komplexe. 


Die Gleichung der genannten tetraedralen 
Komplexe können wir auf verschiedenen Wegen erhalten. 
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Der natürlichste Weg wäre der schon in $ 4 angegebene, 
indem wir die Darstellung $ 3, (12) in $ 4, (1) einsetzten 
und die Konstanten P,,P,,P, wirklich bestimmten. Wir 
wollen hier aber einen anderen Weg einschlagen, der zu 
einem völlie symmetrischen Resultat führen wird. Wegen 
der doch schon komplizierten Darstellung der Erzeugenden 
werden die Formeln naturgemäß nicht sehr einfach werden. 

Wir wollen zunächst eine kleine Hilfsrechnung 
vorausschicken. Es soll bewiesen werden, dab der 
Ausdruck: 


(Ey; a ar Bat Ay Age Aa Aa 
wo oT VA 


verschwindet. 
Indem wir die drei Determinanten & 3, (8) mit- 
einander multiplizieren, erhalten wir: 


(2)(A- F,,) (A-F,,’)(A- F,,)+64 Ay, Ay Ay, ; day" Ayg- a, —0. 


Sollen (1) und (2) nebeneinander bestehen, so ist 
das nur möglich, wenn: 


(a, Fre VA) Es VA) (Far VA) (Eur 
| (Fur VA) (F,, 7 VA). 


Diese Gleichung läßt sich aber schreiben: 
F3Fs + FuFs Fa Fa = A. 


Dieser Ausdruck verschwindet aber tatsächlich, wie 
sich durch Einsetzen der Werte von F,, F,,, F;, leicht 
ergibt. 

Die Gleichung (1) ist demnach stets erfüllt. 

Aus der Darstellung der Erzeugenden $ 3, (12) 
ergibt sich: 
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| ' BD)? 
—4V°2..: ng (Ban x 
4p, m 44 a, 4, ’ a, ; 
a ae 
(4) 49, Pp,—=4ufa,, a) 
| %z] Ayy 
BEAT 
| 4 PP, = 4V" a1, a,, — „En e), 
%y9 Ag 


Es kommen in diesen Verbindungen also in Über- 
einstimmung mit dem in S 4 gesagten, nur die Quadrate 
der Au» vor. Wir multiplizieren die Gleichungen 
(4) entsprechend mit den Faktoren: 


[ Mae: 0)’ 14 a Et o)°] 


Ay, Ayy 
Ser 4 ds a VERFTELTELT (ie Er o)'] 
dy, Ay, 
WE OA As Ay A Fr o)°] 
6) 4 Ren machten, weirzseite 
Fr ı2 34 [4 a,, A414 Azı Fe ir 0)” 
A, 9 Ay 
(Fu —:0)° [4 ayz Ag Ayo Au — (Fa, — 0)” 


Ayg dıy 
EN 24, 4, j4 Ang Aya Ara Ay (Mes 0)°| 
( Ayz Ay 
Durch Addition erhalten wir dann aus (4) einen 


Ausdruck, bei dem auf der rechten Seite z. B. 4° 
folgenden Faktor erhält: 


BD ...9 
4 ds; a, 
Ayg &yy Azı Ay 


@ zo [4a,, Ayy Ayz Ay, — (F,; 0) | 


+ an: TE 14 Ag Ayy Agyg Ay, — Es =. )] 


Er FE 0)’ 


5] Any @19 Ay4 


( — 0) [4 Een 


—42,5°2,, [42,949 9, (Fu Tr 5] 
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Dieser Ausdruck läßt sich schreiben: 


2 a Fr E Ayz 4 (F,; N 0)’ ah 4 Az] Ayy (Rz 4 0) 
+ 5! A,9 Ay4 (F,, us 0) ] 
2: 4 Ay; A, E Ay; Ay (F,, es 0)" 5 4 Az, Any (B; Fa 0)" 
EAU ze oe) 


(Pos ey Roy eo) ern an 
Ag Ay Ay; Ayy 


— 


Der Zähler des letzten Gliedes dieses Ausdrucks, 
der übrigens symmetrisch ist und deshalb auch in den 
Koeffizienten von u? und »® vorkommt, verschwindet nach 
(1), so daß der Koeffizient von 4? jetzt lautet: 


14 Ayz 94 (MR, un; 0)’ ee :. Ay, Ayy (BE, 2% 0)° 


rer. 
Fen,d, (B7; ee [4 a,; an = d l 


ds] Ag4 


Der erste Faktor dieses Ausdrucks ist wieder 
symmetrisch und muß demnach auch in den Koeffizienten 
von u? und »* vorkommen. Der zweite Faktor wird bei 
u“ und »* die entsprechende Form haben. Deshalb. 
wird schließlich die rechte Seite des durch die angegebene 
Erweiterung und Kombination der Gleichungen (4) ent- 
standenen Ausdrucks die Form annehmen: 


[43,,2,.(Ff,,- 0) +43, 5 P,— z a 4 4,9 Ayı 


F 
(Hy 5055 0)°] . E Agg 4 — Er 3 2, A# 
3ı d9a 


(Er nn nl u sE 14 d19 Ag (Ks - JE v 


un Ayg d4 


+4 d5] AadıTT 


Bei dieser Formel verschwindet aber der letzte 
Faktor nach der Identität 8 3, (13), so daß also der 
ganze Ausdruck Null wird. 


Bezeichnen wir nun noch zur Abkürzung: 


4 Ay Ay Ay Ady — (Fu, — o”’=P; 
(6) 4 Ay Ay A a, — (Fu —-o”’=N; 
A a9 Ag Ag 1, — (Fo) —=R, 
so lautet die linke Seite des durch entsprechende Multi- 


plikation der Gleichungen (4) mit den Faktoren (5) und 
Addition derselben entstehenden Ausdrucks: 


IF, zer Be Ad Ass Q] 


Ber Pı Pı 
Aalcır — oe)" Ru Ch aa, Pl pP; P 
Oo Ays Air 
es 9 Er 2 2 
mL Eh m 


Ag Oge 


Der gleich Null gesetzte Ausdruck (7) ist 
aber die Gleichung des gesuchten tetraedralen 
Komplexes, dem die Erzeugenden der Fläche zweiter 
Ordnung $ 3 (1) angehören. 


Also: 
die Erzeugenden der Fläche: 


2: ta RK FA KK FAN N FAyR, X, 
FA, X, —0 


gehören dem tetraedralen Komplex an: 


K(F;, io)YP 4 a5] N u,” Ql 


eg 5 Pı Pı 
ee en E; a an P] 
Pa P; 
Op us 
@n Ken Fr 0)” Q ae Bat er R| 


a 


(7) ar 


P3 Ps = 0, 


16 %36 


woo=+tY&Aoder=— yYAist,jenach der Erzeugung. 
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Indem wir die Gleichung (7) mit Hilfe der Identität «a 
P=p yı ++ PP, > 0 


auf die Form: 


Pı Pı ER 
Ps Ps 


bringen, können wir leicht auch das Doppelverhältnis 
feststellen, in welchem die Erzeugenden das eingeschriebene 
Koordinatentetraeder schneiden. 


8 6. 


Betrachtung der in $ 4 ausgeschlossenen Fälle. 


Der in S 4 durchgeführte Beweis des Lieschen 
Satzes hat, wie wir dort bemerkten, keine Gültigkeit, 
wenn das der Fläche einbeschriebene Tetraeder so 
beschaffen ist, daß in der auf dasselbe bezogenen Flächen- 
gieichung mehr als einer der Koeffizienten air (Ki) 
verschwindet. Diesen letzteren Fall müssen wir jetzt noch 
besonders betrachten, um den Satz von Lie nach allen 
Richtungen hin zu bestätigen. 

Wir betrachten zunächst diejenigen Fälle, in denen 
zwei Koeffizienten in der Flächengleichung fehlen. Hierbei 
ergeben sich wieder zwei Möglichkeiten, die getrennt 
voneinander behandelt werden müssen: 

1. Die beiden fehlenden Koeffizienten a;; und Aım 

besitzen in ihren Jndizes alle Zahlen 1, 2, 3, 4. 
(24.:B. a,, unden ). 

2. Sie besitzen diese Eigenschaft nicht. 

Fall4. 

Es mögen in der Flächengleichung die Koeffizienten 
a,, und a,, verschwinden. Alsdann hat diese Gleichung 
die Form: | 


(1) AK AK HA, RK, 4A, NK, —0. 
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Diese Gleichung ist erfüllt für: 
x, =0, 1, =0; 

oder 
,=0, 8, =0. 

Deshalb müssen zwei Kanten des Koordinaten- 
tetraeders auf der Fläche liegen. Diese beiden 
Kanten schneiden sich aber nicht, gehören also derselben 
Erzeugung der Fläche an. Diese eine Erzeugung wird 
dadurch aber bevorzugt, so daß sich in der folgenden 
Entwickelung naturgemäß eine gewisse Unsymmetrie 
in bezug auf die beiden Scharen von Frzeugenden 
bemerkbar machen wird. 

Die Gleichungen, welche wir in $ 3, (5) für die 
Erzeugenden gefunden hatten, und von denen wir wieder 
ausgehen müssen, nehmen für unsern Fall die Form an: 


[ (2,40) pP, =; 

PEN AETERET NE re BRENNEN p, 0, 

— &y du Pat (Qu 7 0) Da. 7 99,24 PD, — 3" Di 9, 

(ur o)Derml; 

—a1 m +3,23, 94 (a, -O)D, —- 2,2, 0, 
| ag da Pe — Aus Pat Ay dıs Ps + (as — Q)P, 0. 
Indem wir in (2) die zweite Gleichung mit a,,, die 

fünfte mit a,, erweitern und beide Gleichungen dann 

addieren und schließlich mit der dritten und sechsten 

Gleichung entsprechend verfahren, erhalten wir folgende 

neue Gleichungen: 


(2) 


(4-0) =, 

(Qy5 — Az] du — 0) (dgı Pat Ass P;) 
+ 24,5, 394 (Ayo Ps — Ag4 Pe) == 0, 

(Ogg 4 Aa Asa — Q) (Aa Ps — 244 P%) 


va — 2 A,9 454 (d5ı Pa + 32, P,;) = 0 
(ug) =, 
(Ag + Ay a4 — 0) (a1 Da — %4 PB) = 0, 
| Fe OR Pa) LE PER Pl u EU 17 a 0 
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wo (8 3, (4) der Einleitung): 
(4) e=tvVA=ta,=r (a dd, 4), 
Ag, = —B,9 dy4 5 Ayg = Az] Ay. 
Wegen der Werte (4) sind wir schon jetzt genötigt, 
beide Erzeugungen getrennt zu behandeln. 
I. Schar von Erzeugenden: o=-+o,.. 
Für diese Schar ist p, und p, unbestimmt und die 
Gleichungen (3) lassen sich ersetzen durch: 


a9 Ps + 2, Ps — 0; 
(5,) a3ı Pa — A, P; — 0; 
51 P3 ae Ayy P; 2:2 431 goyi > 
A] P; — 9, Pe | Ag dzı 
Die ersten Faktoren der beiden letzten Gleichungen 
(3) können wegen des Wertes von o nicht verschwinden; 
die zweite und dritte Gleichung sind identisch. 
Wir haben also wieder drei unabhängige Gleichungen 
für die Erzeugenden. Die Gleichungen (5,) lassen sich 
nun mit einem Proportionalitätsfaktor schreiben: 


(6,) pP, =1a,,; pP; 43, pP, 18,,, PR —-i8 
Außerdem besteht stets noch die Identität: 
(7) Pt tP% 0 


(6,) und (7) lassen sich zusammenfassen in der Para- 

meterdarstellung: pp, :P, DEP. 

(8) A :Aa Aa a A on, ha: ha 
Damit haben wir also die eine Schar von Erzeugenden 

der Fläche (1) dargestellt. Aus (8,) erkennen wir aber 


sofort, daß für diese Schar von Erzeugenden der Satz 
von Lie erfüllt ist; denn es ist: | 


Pı Pa __ __ %zı ds — 9 954, Pa Ps__ __ 951904 
ee ar 
(9,) P> P; Ayıdyı P; B & 9 Az4 
1 
Pasboin a9 95, 


Pı Pı Az Ayy — Ay9 Ay 


Hl 


Die Erzeugenden der ersten Schar der Fläche (1) 
schneiden demnach das der Fläche einbeschriebene Koor- 
dinatentetraeder in einem konstanten Doppelverhältnis. 
Der tetraedale Komplex, dem die Erzeugenden in 
diesem Falle angehören, hat die Gleichung: 


(10) dı P (4,, 94 do A;,) + Pa P; 951 &,4 
— pP, (2a; a, — a) 0. 


Zu dieser ersten Schar von Erzeugenden gehören 
auch die beiden auf der Fläche gelegenen Kanten 
des Koordinatentetraeders; denn für eine von ihnen ist Br 0, 
für die andere Dt, was nur bei der ersten Schar von 
Erzeugenden möglich ist, da, wie wir sehen werden, bei 


der zweiten Schar p, und p, verschwinden. 
I. Schar von Erzeugenden: o=—.a,.. 


Für diese Schar ist: 


(5,) pP, =0; pP, =0. 


Von den übrigen Gleichungen (3) bleibt dann als 
wesentlich nur noch zurück: 


an lat du Ds __ % 
A, Ps — 45, Ps 


Außerdem muß noch die Identität (7) bestehen. Diese 
reduziert sich aber mit Rücksicht auf (5,) auf: 


PP; + PP, = 09 
oder: 


Ps P; 
9 2465 _. 2.1 
(95) De Dr 


Außerdem sind nach (5,): 


(9,) Pı Bo. De 
Pa P; Pı Pi 


4* 


52 


Das Doppelverhältnis der Schnittpunkte der Er- 
zeugenden der zweiten Schar der Fläche (1) ist demnach 
also konstant und der Liesche Satz auch für diese 
zweite Schar bestätigt. Betrachten wir diesen Fall aber 
genauer, so finden wir, daß der Liesche Satz für die 
„weite Erzeugung keine Bedeutung mehr hat. Die 
Erzeusenden der zweiten Schar müssen nämlich durch 
die beiden auf der Fläche liegenden Kanten des Koordinaten- 
tetraeders gehen, die ja der ersten Erzeugung angehören. 
Von den vier Schnittpunkten der Erzeugenden der zweiten 
Schar mit dem Koordinatentetraeder fallen deswegen je 
zwei zusammen, und bei vier derartig gelegenen Punkten 
ist ja das Doppelverhältnis immer dasselbe, wenn man 
überhaupt noch von einem solchen reden kann. 


Fall 2. Das der Fläche einbeschriebene Tetraeder 
sei so gelegen, daß in der darauf bezogenen Flächen- 
gleichung zwei Koeffizienten fehlen, deren Jndizes 
zusammen nicht alle Zahlen 1 2 3 4 enthalten. 
Es- mögen 2,B. a,,—0;%,—0 sen. 

Dann lautet die Gleichung der Fläche: 

KR ty KK + KK 4 Ay RR, —(. 

Diese Gleichung ist aber erfüllt, wenn zugleich: 

x, —0, 2, —=0; 
oder: 
%,=0,=0. 

Es liegen also in diesem Falle wieder zwei Kanten 
des Koordinatentetraeders auf der Fläche; diese gehören 
aber verschiedenen Scharen von Erzeugenden an, wie 
man leicht erkennt. 

Daraus ergibt sich aber ohne weiteres, daß auch 
in diesem Falle der Satz von Lie seine eigentliche 
Bedeutung verloren hat. Denn es fallen dann von 
vier Schnittpunkten einer Erzeugenden mit dem Koordinaten- 
tetraeder zwei zusammen, und es ist klar, daß vier solche 
Punkte für alle Fälle dasselbe Doppelverhältnis besitzen, 
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wenn man auch wieder überhaupt von einem solchen 
reden kann. Wir könnten mit Hilfe unserer Formeln 
selbstverständlich auch zu diesem Resultat gelangen. 
Wegen der geringen Bedeutung dieses Falles können wir 
aber wohl darauf verzichten. 

Es bleibt jetzt nur der Fall zu erledigen, daß bei 
einem der Fläche zweiter Ordnung einbeschriebenen Koor- 
dinatentetraeder in der Flächengleichung mehr als zwei 
Koeffizienten fehlen. Alle hierher gehörigen Fälle 
lassen sich aber auf die soeben erledigten ohne weiteres 
zurückführen. Auch sie haben keine wirkliche Bedeutung 
mehr. Der Satz von Lie drückt auch hier keine wesentliche 
Eigenschaft der Flächen zweiter Ordnung aus. 

Verschwinden z. B. die vier Koeffizienten a,,, & 
Ay, 34, So lautet die Flächengleichung: 


12) 


AR Au X, —0, 
und ist erfüllt, wenn: 
2 und 0), 
Biere laınder, |); 
odersx, = U.und X? —.0, 


oder z,—0 und ,—=0 ist. 


Es liegen mithin vier Kanten des Koordinaten- 
tetraeders auf der Fläche; diese verteilen sich zu 
zweien auf jede der beiden Erzeugungen, so daß sie auf 
der Fläche ein windschiefes Viereck bilden. Daraus 
erkennt man wieder sofort, daß von einem wirklichen 
Doppelverhältnis der Schnittpunkte der Erzeugenden mit 
dem Koordinatentetraeder nicht mehr die Rede sein kann. 

Damit ist aber der von 8. Lie aufgestellte Satz 
nach allen Richtungen hin bestätigt. Die Erzeugenden 
jederSchareiner Fläche zweiter Ordnung schneiden 
jedes der Fläche einbeschriebene Tetraeder in 
einem konstanten Doppelverhältnis, das für jede 
Schar ein anderes ist. 
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8 7. 
Anderer Beweis des Satzes von Lie. 


Der Vollständigkeit halber sei als Ergänzung zu 
dem in 8 4 angegebenen Beweise des Satzes von Lie 
noch folgender von Grawe!' gegebener Beweis 
angeführt. Dieser macht genau den umgekehrten Weg 
und ist insofern einfacher, als er keine Parameter- 
darstellung der Erzeugenden verlangt. Wir wollen 
den Beweis in etwas modifizierter Form hier wiedergeben. 

Beziehen wir wieder unsere Fläche zweiter Ordnung 
auf ein eingeschriebenes Koordinatentetraeder, so hat sie 
die Gleichung: 


Ayz X, X; ie Ag] X, X, ea Aj9 Xı Xg Ar a4 X%ı Xu = Aoy Xo X 
Tune Az 0. 


(1) 


Das Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte 
einer durch ihre Koordinaten p; gegebenen Geraden mit 
den Ebenen des Koordinatentetraeders ist gegeben durch: 


(2) „— — PıP« (Verel. 8.35 8 2 (1).) 
Pa P; 


Die Schnittpunkte dieser Geraden mit den 
Koordinatenebenen haben die Koordinaten ?): 


ee A a 
abe ED EDS 
nr 
— :—PB:—P6:N. 


(3) 


Soll nun die Gerade p; ganz auf der Fläche (1) 
liegen, so müssen die Punkte (3) der Flächengleichung 


", Vergl. Anm. =. ]. 
') Vergl. OÖ. Staude, Analyt. Geometrie des Punktes usw. 
8 59, (13%). 
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genügen. Als Bedingungsgleichungen dafür: er- 
halten wir: | 
— Ps Ps + %u P3; Pı — 23,9, P, —=0; 
2, Pı Ps + AuPsPp, — Au Pı Ps —=0; 
| —asPıPp + a4ıPa Ps — au Pı di —0; 
%5 Ps Ps + Aı PePı + 12 PP, — 0. 


(4) 


Die dritte Gleichung (4) können wir durch Multi- 
plikation mit a,,p,p, auf die Form bringen: 


4,9954 Pı PıP3 P; Iren a, 494 Ps P; PıPs 4 pri &;4Pı PıP; Ps 54 0. 
Durch Vereinigung dieser Gleichung mit den ersten 
beiden (4) ergibt sich: 


A, 9 24 Pı Ds Pa Ps — %14 P3 Ds Ps (— 2a Pa + au D,) 


ER 45, Ps Pı Pe (25, Pı er d,4 P;) —=(, 
oder: 


(0) 325 344DaP;Ps3 Pet Ası 8: Pı PP; Ps F Ara ds Pı PP P, = 0. 
Indem wir nun z. B. setzen: 


BB =—-(PıP + PB), 
und durch p,”p,” dividieren, geht (5) über in: 


Per en BALL PR EN 
pp 2, p, Aaadıı FAsı Ads dr4) 9, A, —V. 


Analoge Gleichungen erhalten wir auch für die 


PsDo 4 DaB; 
uotienten = _—, und ——, 
. Pi’ DoDe 
Aus (6) geht nun hervor, daß der Quotient a und 
215 


deshalb auch das Doppelverhältnis «x, in welchem die 
Erzeugenden der Fläche (1) das Koordinatentetraeder 
schneiden, nur zwei verschiedene Werte annehmen 
kann. Da aber zwei Erzeugenden aus verschiedenen 
Scharen nicht dasselbe Doppelverhältnis haben können, 
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ist deshalb bewiesen, daß die Erzeugenden der einen 
Schar, sowie die der anderen jedes der Fläche 
einbeschriebene Tetraeder in je einem konstanten 
Doppelverhältnis schneiden. Damit ist also auch auf 
diesem Wege der Satz von Lie bestätigt. 

Der Beweis von Grawe schlägt einen ganz anderen 
Weg ein wie der in $ 4 gegebene. Er ist insofern ein- 
facher, als er keine Parameterdarstellung der 
Erzeugenden benötigt. Die in $ 6 betrachteten speziellen 
Fälle machen bei dem Beweis von Grawe keine Aus- 
nahmen. Fehlen z.B. in der Flächengleichung (1) a,, 
und a,,, so geht die Gleichung (6) über in: 

Pı "Da Pı 


Pi 
a1, 4 (a,, 2. —2,,2.,)=0. 
P, p, 31 24 P, p, 31 724 12 4) 


Diese ergibt entweder: 


Pr: Ba u a Au de 
1% %y, Aoy 


oder 
Hug 
Pa P; 

Diese letzten beiden Werte zeigen genaue Über- 
einstimmung mit den Werten 8 6 (9,) und (9). MI 
diesem speziellen Fall erkennen wir also sehr deutlich, 
dab die beiden Beweise auf ganz verschiedenen Wegen 
zu demselben Resultat gelangen. 
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Quadratische Komplexe, die zugleich beide 
Erzeugungen einer Fläche zweiter Ordnung erhalten. 


Sl. 
Beispiele für derartige Komplexe. 


Wir haben schon früher (s. 32) darauf hingewiesen, 
daß es in der Tat derartige Komplexe geben muß. Als 
Beispiele dafür hatten wir den Tangentialkomplex 
einer Fläche zweiter Ordnung und die als 
Komplexe aufgefaßten Schnittkurven der 
Fläche mit einer Ebene angeführt. 

Geben wir eine Fläche zweiter Ordnung, indem 
wir sie auf ein Polartetraeder beziehen, durch die 
Gleichung: 


(1) IR 32,0, au, — 0 


so stellt sich die Gleichung des Tangential- 
komplexes in der Form dar’): 


; 2 9 ea, 2 
Ay9 Ay; Pı aa De aD, Fra Ball m, 


(2) 
T Ay Ayy 1% = Agz Ay D —=(. 


Sie enthält auch nur die‘ Quadrate der Strahlen- 
koordinaten. 

Die als Komplexe aufgefaßten Schnittkurven 
der Fläche (1) mit den vier Koordinatenebenen haben 
die Gleichungen ’’): 


!) O. Staude, Anal. Geom. d. Punktep. usw. $ 78, (28). 
2) OÖ. Staude, Anal. Geom. d. Punktep. usw. $ 146, 2. 


Ag BP +25; P%°+2,B = 0, 
a Pı + AP au —0, 
A Pa + 3a Pı Tau —O0, 
&ıPe + ag Ps + AP, — 0. 
Wir sehen also an den Gleichungen, dab wir 
es bei diesen beiden Arten von Komplexen mit 
quadratischen Komplexen zu tun haben, was sich 
unmittelbar auch durch die Betrachtung der betr. 
Komplexkegel ergibt. Daß die Komplexe (2) und (3) 
beide Erzeugungen der Fläche (1) enthalten, bedarf 
keines näheren Beweises, denn die Erzeugenden einer 
Fläche gehören einerseits auch zu den Tangenten der- 
selben und müssen andererseits durch die Schnitt- 
kurven der Fläche mit einer Ebene hindurchgehen. 
Schließlich können wir leicht noch zu einer weiteren 
Gruppe von quadratischen Komplexen gelangen, die 
auch zugleich beide Erzeugungen der Fläche (1) enthalten. 
In $ 4 (3) der Einleitung erhielten wir für die 
Koordinaten der Erzeugenden der Fläche (1) 
folgende sechs Gleichungen: 
O0 Pi — Ay 43; Pı 5; OP, =, Au Pr: 
(4) OP; — 955 4,1 Pa 5 O Pa — ag 4,, PD; ; 
O Ps — %, %9 Pz ; OP3z — 93; 4,, Pe; 
wo die beiden Erzeugungen erst durch den doppelten 
Wert von oe getrennt werden. 
Dividieren wir hier zwei nicht nn. stehende 
Gleichungen, so erhalten wir’): 
[ &;5, Pa Po — Ass Pas P; — 0, 
&;3 Pı Pe — 2, PM — 0, 
| &ıPsPı — Aa Pı  —O, 
| &11 PP; — Au Ps De — I; 
Ag P; Pı — Au PıP —d, 
RR ER 2 d3; Pı PR — 9, PP; = 0. 
y Veen, Clebsch-Lindemann, Raum s. 144. 


(3) 


(5) 
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Das sind aber wieder quadratische Komplexe, 
denen die Erzeugenden der Fläche (1) angehören, und 
zwar beide Scharen derselben. 

Dividieren wir zwei nebeneinander stehende Gleichun- 
sen (5), so erhalten wir z. B.: 


A 2 2 
244 AyuPı — Age Az Pı — 0; 


also auch einen quadratischen Komplex. Dieser verliert 
für uns aber seine Bedeutung, da er in zwei lineare 
Komplexe zerfällt. (Siehe Einleitung.) 

Nach dem in der Einleitung angeführten Satze von 
F.Schur müssen nun alle quadratischen Komplexe; 
die zugleich beide Erzeugungen einer Fläche 
zweiter Ordnung enthalten, also auch die Kom- 
plexe (2), (3) und (5), harmonische Komplexe?) 
sein, d. h. solche Komplexe, deren Geraden die gegebene 
Fläche und irgendeine andere Fläche zweiter Ordnung 
in harmonisch getrennten Punktepaaren schneiden. 

Für diesen Satz soll nun ein direkter analytischer 
Beweis geliefert werden, der um so erwünschter sein 
wird, als die angeführten Beispiele im Widerspruch mit 
dem Satze von Schur zu stehen scheinen. 


8 2. 


Darstellung des allgemeinsten quadratischen 
Komplexes, der zugleich beide Erzeugungen 
einer Fläche zweiter Ordnung enthält. 


Die Erzeugenden der Fläche zweiter Ordnung 
8 1, (1) waren nach 8 5, (7) der Einleitung gegeben 
durch die Parameterdarstellung: 


'!) Auch Battaglinische Komplexe genannt. 


60 
Pı : Pa: P3: Pı: Ps: P, = 
Ew ir 00) gs 12:2 1 
ee: 
en Ay; %] a &] 1] Ay ee Er 


22 


A En 1 
> a—9: 4 2 (144%) 
4] Ag9 Agz 


wo 
BT, 
(2)- I" — Va, %5%,,2,, und 
e=-+ oder = —|1 


ist, je nach der Erzeugung, die wir betrachten. 
Die allgemeine Gleichung eines quadratischen 
Komplexes sei: 
6 6 
(3) 2ik APP 0. 


Setzen wir (1) in (3) ein, so erhalten wir: 
A,, (1 We ya en 4A ,,Aa,, ar Az (1 Tr 1%)? a4 


(4) 


’ Ayg Ayz dsz RE &,j %g9 
el Kl. 4A,4 we Ass Meet 
a] dog Ay 
ze Anl Aa, a 2A,(l me SFEE 1) a, JE 2A,cew(l — 4°) 
Anz Va, Va, & 99 Va V— Ass Ayg Ayg &ı 
4A ,2@ (14) , 2A ,eoll Ir 
Ayg Ay va Va, Ayg Az Va, Va, 
AA, (it Mia, AN cold 
a] Va. V— Ayg Ay; 9] Va, Va, 
a SA,,cew4° 4AA,,ew (1 +AN)A 
Ay; 1 Ar Ay; dj Va, V— Asg 
ven 4A,coLFA)A 
& 4 gg —— ds; Va %,1 gs — Ay; Va, 
DAsEo@ LANE AA, (dA) DA. de 
vn a er 
A, dgg * —— Ayg Va, Va, Va, V— Ay 


4 Azs (1 EN 4°) L = 
s Va, N: Ayz . 
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Die Gleichung (4) muß nun sowohl für e= +1, wie 


auch für &= —]1 identisch in A erfüllt sein, wenn der 
quadratische Komplex (3) zugleich die beiden Er- 
zeugungen der Fläche $ 1, (1) enthalten soll. Jede dieser 
in 4 identischen Gleichungen ist in A vom vierten Grade. 
Wir erhalten dementsprechend für die Koeffizienten der- 
jenigen quadratischen Komplexe, die zugleich beide Er- 
zeugungen der Fläche $ 1, (1) enthalten, zehn Bedingungs- 
gleichungen. 


5. 


Diese lauten zunächst: 


As A, Ns: rn A;; u Au rss, ENT RR 2 Ay Als 
a. er 
Ayo As; Ajı Ayo A] Ass Agy V a, V er Ayz 
SINE 
46 22 nie 0, 


UPP Va, V— dyz 


Ar Sri ;; er FAN As k 
&]] gg Asz A] Agg Agz LPPLER Va, V— Ayg 
RN Az, — 
—— Ey r) 
A), dyg var V— er 
Ay4 Au > Ay An ol Au BT 3: 2 Ayy A 
Agg Ay; a] Ayp A] Anz A99 Va, V — 435 
se N 2 Age Ayg ) 
_— ’ 
Ao9 Va, V As; 
5 
Ay a ZA36 As 2 
A,] Agg Az A,1 %yg Ayz Ayg Az; Va, V — Ay 
— N) 
dj Ayo Va, V—a,, 
ne Az, A A RATE, DIR" 
11 #44 33 #44 44 66 92 44 55 
= za, +0, 


dyg Ayg A, | Aya d,] Ay; d,, A] dg9 
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A | 3A A 
a1 &gg gg A] Ayo Agz A), gg Asz 
Be: A, Ayı A,; Ay a A, 
7 any Va, Va, 4,1 Va, V— dgz Va, Va, 
; A 
u a 56 er 0, 
Va, V— Ag5 
ee Ay Ay 
g 2, Ag V 2, a &y3 1 V Ayı Va, 
(5) 1 i Ass A, Ber... 0, 
a, a, Va Va, Azg a, FR a A Ay5 
it Ayy A, 3 4,4 a Als 
9 Azz Va. Va, a, ve N Ay Va Va, 
As 
+ = 
Va, Vz Ay; 
R As > Asa 
10 dyg Az Va Va, &;; Va, Va. 
# Ass ne Am u 


— 


Ag gi Yıas V- dyg %yj go Va, V— dyz 


Man erhält diese zehn Gleichungen ohne weiteres, 
indem man in (4) die Glieder ohne e und mit & für sich 
betrachtet und beide Male die Koeffizienten der gleich 
hohen Potenzen von 4 gleich Null setzt. 


Die Bedingungen (5) lassen sich sofort vereinfachen. 
Durch Addition bezw. Subtraktion der ersten und dritten 
Gleichung und durch entsprechende Kombination der übrigen 
Gleichungen erhalten wir an Stelle von (5) folgende neue 
Bedingungsgleichungen: 


Au N 


tl z nt A ee LEN) 
2 rg 5 
Ay9 33 &1] Ay9 4] Ay Ay; Ayy 


2 Ass ii An; )= Aıı 3 Az; an Au I Age 
‘ ‘ “ ’ 
Ayg Agz Ay, Ag A Ay Ayy Ay 


(6) Ay; A] Ayp Ayy 
2A, or Az a Aus: 
24 Ay + 1 As = 0, 
du Aıs + 355 A,=0, 
Ars Ay 
Ay Ag; Ag; 1 
As Ze Az 
Agg &ıı Ay, Ag 


RM 


A ‚IA 
10 Mg, 
Ag, Ag; Ay, As 


Das Gleichungssystem (6) ‚läßt sich weiter durch 
kleine Umformungen in das System überführen: 


[ 11 %4 Ayı + Aog Ayz Ayy — Ay9 &yı Ayo 4 95; &ı Ass 
— A; 9%, Ayg + 1 Ag Ass» 
AymA, Ag 
a9 Ay + a; A, —0, 
Ay; Az, + d,1 As —0, 
4,1 Ast aa Au, 
1 As + au A = 0, 
a At au Ar = 0, 
2A, ta, A, 0. 


(7) 


Die zehn Bedingungsgleichungen (7) ersetzen die 
zehn ursprünglichen Bedingungen (5) vollständig. 

Die Koeffizienten derjenigen quadratischen 
Komplexe also, die zugleich die beiden Er- 
zeugungen der Fläche (1) enthalten, müssen die 
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zehn Bedingungen (7) erfüllen. Ein quadratischer 
Komplex enthält aber neunzehn unabhängige 
Konstanten. Es gilt demnach ©° quadratische 
Komplexe, die zugleich beide Erzeugungen der 
Fläche $ 1 (1) enthalten. 

Die Gleichung des allgemeinsten Komplexes 
dieser Art erhalten wir auf folgendem Wege: 


Wir setzen: 


A,=4, Ayg; A,=% Ay3 5 A,=4; d11> 


(8) Au ch Asg , Aun=—% A] A, = 
Ag = %ıı, Azı A Ag; A,—=% As5 5 
Au, — hd, Au Ad, Aun=rhbl, 


wo 4, bis A, willkürliche Proportionalitätsfaktoren sind. 
Damit sind die sechs letzten Gleichungen (7) erfüllt. 


Setzen wir außerdem: 
(9) Ad Mc Au ei A: = C, 


so können wir die Gleichung des allgemeinsten 
quadratischen Komplexes, welcher zugleich beide 
Erzeugungen der Fläche 8 1, (1) enthält, in folgender 
Form darstellen: 


AyrıPı + AssPs + Az Pa + Au Pet AssBstAsehe 
| + 4 (Ass Ps Ps — a5 Pa Pa) + As (Asa Pı Pa — Ayı Ps D4) 
(10) Ar Rh; (A, Pa Pı — %35 Pı P;) = A, (a, Pa Ps — a4 P; P;) 
| + Ag (&g9 Ps Pı — 34 Da P,) + As (As: Pı Ps — au. D,) 
+6M Pd ri tPPp)—0, 


wo die A;; noch die Bedingungen zu erfüllen haben: 
a1) a, Ays Ayı I An Ay; A As A A, aa 
— 4,, A, 18 ee. A, Ayo Are : 


Die A, sind vollkommen willkürlich, ebenso ist © 
nicht bestimmt. 
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Das Glied der Gleichung (10): 
C(pPı + PaPs + Ps P;) 


können wir nach Belieben weglassen oder stehen lassen, 
es hat auf die Gleichung (10) keinen Einfluß, eine 
Bemerkung, die ja für quadratische Komplexe ganz 
allgemein gilt. 

Mit den Bedingungen (11) ist es verträglich, daß die 
A;; sämtlich verschwinden. Setzen wir aber alle A;; und 
fünf von den willkürlichen A, gleich Null, so geht die 
Gleichung (10) entsprechend in eine der Gleichungen 
S$S 1, (5) über. Diese letzteren quadratischen Komplexe 
sind also in (10) enthalten. Auch die übrigen in $ 1 
angeführten Komplexe sind spezielle Fälle von (10), wie 
wir später sehen werden. 


8 3. 


Harmonische Komplexe. 


Nach dem von F. Schur aufgestellten Satze müssen 
alle in der Gleichung 8 2, (10) mit Rücksicht auf 
8 2, (11) enthaltenen »©° quadratischen Komplexe 
harmonische oder Battaglinische Komplexe sein, 
Dafür wollen wir jetzt einen rein analytischen Beweis 
bringen. 

Die Klassifikation der Komplexe zweiten Grades 
geschieht mit Hilfe der Elementarteiler!), entsprechend 
der Klassifikation der Raumkurven dritter und vierter 
Ordnung. Man faßt jede Gleichung in Strahlen- bezw. 
Achsenkoordinaten als Gleichung einer Fläche im fünf- 
dimensionalen Raume auf. Durch die Gleichung 
eines quadratischen Komplexes: 


C=2i Ik Api Pk fl 


I) Siehe Pascal, Repertitorium. 87. 
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ist dementsprechend eine solche Fläche zweiter Ordnung 
dargestellt. Ebenso stellt auch die Identität P=p,Pp, 
+P,P;, +P;Pp,=0 eine Fläche zweiter Ordnung im 
fünfdimensionalen Raume dar. Beide zusammen bestimmen 
eine Raumkurve vierter Ordnung als ihre Schnittkurve, 
durch welche aber nicht die nur genannten beiden 
Flächen hindurchgehen, sondern alle in dem Büschel: 
P+4IC=0 

enthaltenen Flächen. 

Die Klassifikation der quadratischen Komplexe 
geschieht nach der Art und der Lage der in diesem 
Flächenbüschel enthaltenen Kegelflächen zweiter 
Ordnung. Im allgemeinsten Falle sind dies sechs. Die 
zugehörigen Werte von 4 ergeben sich aus der Deter- 
minante des Büschels, wie bei der Klassifikation der 
Raumkurven dritter und vierter Ordnung im gewöhnlichen 
Raume Wie bei den letzteren geschieht dann die Ein- 
teilung der quadratischen Komplexe analytisch mit Hilfe 
der Elementarteiler. Man erhält auf diese Weise 49 Klassen 
von quadratischen Komplexen.') 


Diese Klassifikation würde uns aber beim Beweise 
des Satzes von Schur wenig nutzen; denn die harmonischen 
Komplexe bilden hierbei keine Klasse für sich, 
sondern sie sind über mehrere Klassen verteilt. 
Dementsprechend wird auch die Singularitätenfläche 
bei den harmonischen Komplexen sehr verschiedenartig 
gestaltet sein. Im allgemeinen ist sie ein sogenanntes 
Tetratoid, d.h. eine Kummersche Fläche, deren 
sechzehn singuläre Ebenen sich derart in vier Gruppen 
zu vieren verteilen, daß die Ebenen derselben Gruppe 
durch ein und denselben Punkt hindurch gehen. Dieses 
Tetratoid kann sich aber so sehr spezialisieren, daß wir 
auch auf die Verwendung der Singularitätenfläche ver- 
zichten müssen. 


') Pascal, Repertorium. 8 7. 
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Trotzdem läßt sich aber der Satz von Schur auf 
sehr einfachem Wege rein analytisch beweisen. Zu 
diesem Zwecke wollen wir zunächst die Gleichung 
eines harmonischen Komplexes allgemein aufstellen. 


Ss 4. 
Gleichung der harmonischen Komplexe. 


Ist eine Fläche zweiter Ordnung allgemein gegeben 
durch die Gleichung: 


1) A= 2 Ira x; X si 
und außerdem zwei Ebenen mit den Gleichungen: 


(2) en 
V, X HT, FVXU=0, 


so ist die Bedingung dafür, daß die durch die beiden 
Ebenen (2) bestimmte Gerade die Fläche (1) berührt: ') 


| 
= 


8) 


Wählt man die beiden Ebenen (2) als Koordinaten- 
ebenen y,=0;"y,=0, so vereinfacht sich (3) zu: 
en 1; ==). 
Rı 134 


1) Vergl. ©. Staude, Geometr. d. Punktepaares usw. $ 144, 3, 
wo auch die genauere Ausführung der folgenden Operationen zu 
finden ist. 

nk 
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wenn wir mit f;. die Koeffizienten der Flächengleiehung 
(1) in dem neuen Koordinatensystem verstehen. 

Ist nun außer (1) noch eine zweite Fläche zweiter 
Ordnung gegeben durch: 


(5) B= 2 Sb, —0, 
so gibt uns nach dem soeben Gesagten die Gleichung: 
41 Zr AD, %ı9 +4b, %13 iD, a, ib, U, Y 


En u at Abbas , tib;, W VW 
Az] +Ab,, Ay9 Ab, a; + 4b;; a, tb, U, v3 


6 =0 
( A, 2 1 DE Ayo9 + A DS Aıs5 + 1 BD, Ay — 1 b,, U, Vv,; 
u, U, U, u, 0 0 
V, V, N V, 0.02 


diejenigen Flächen aus dem Büschel: 
(7) A+iB=0, 


welche die durch (2) gegebene Gerade berühren. Die 
Gleichung (6) ist in A quadratisch, sie lautet aufgelöst: 


(8) Au)=yXty/+o=0, 


wo y, x und © bestimmte Funktionen von den A;x, Dix, 

u; und v; bedeuten sollen '). | 
Führen wir, wie vorhin, die Ebenen (2) als Koor- 

dinatenebenen y,=0; y,=0 ein, so vereinfacht sich (6) zu: 


!) Von diesem Koeffizienten interessiert uns nur y. Auf die 
ausführliche Angabe dieses Koeffizienten müssen wir verzichten, 
da er im allgemeinen Fall sehr kompliziert ist. In $6 wird der 
Koeffizient y für einen einfacheren Fall angegeben werden. 
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EL ee 


2 
Tg lat T99 AB: 


=( 


oder entwickelt: 


A a Bra IF Alkrı Sant Sea Sıı — 2fi9 813) 
+ ef) 0. 


(10) gibt uns also diejenigen Flächen aus dem Büschel 
(7), die die Koordinatenkante y,—=0, y,—=0 berühren. 


Der Faktor von A in (10) ist: 
(11) u 822 ul Bine 812 


Was bedeutet nun das Verschwinden dieses Faktors x 
für die Lage der beiden Ebenen (2) oder der durch sie 
bestimmten Geraden zu den beiden Flächen A und B? 

Auf der Kante y,xy, des neuen Koordinaten- 
tetraeders können wir die Koordinatenecken E, und E, 
noch beliebig wählen. Wir legen sie derart, daß sie 
in bezug auf die Fläche B harmonische Pole sind, daß 
sie also zu den Schnittpunkten der Kante y,Xy, 
mit der Fläche B harmonisch liegen. Alsdann muß in 
dem so gewählten Koordinatensystem ee sein, und es 
ist demnach: 


(10) 


a Gen Enden 


Ist die gegebene Gerade (2), jetzt also die Koor- 
dinatenkante y,X y, so gelegen, daß E, und E, auf der 
Fläche A liegen, so werden: 

EN 
und mithin: 
(12) an. 

Umgekehrt ist x=0 dann die Bedingung 
dafür, daß die Koordinatenkante y,Xy, die 
Flächen A und B in harmonisch getrennten 
Punktepaaren schneidet, 
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Kehren wir zu unserem ursprünglichen Koordinaten- 
system zurück, so muß =0 die Bedingung für alle 
Geraden (2) sein, die die Flächen A undBin 
harmonisch getrennten Punktepaaren schneiden. 
Aus der Form der Determinante (6) geht aber hervor, 
daß die u; und v, in y=0 aber nur in den bekannten 
Verbindungen der Achsenkoordinaten q; auftreten. 

Somit stellt die Gleichung: 


(12) 0 


den Komplex aller Geraden in Achsenkoordinaten 
dar, die die Flächen A und B in harmonisch ge- 
trennten Punktepaaren schneiden. x=0 ist den 
g; quadratisch. Damit ist die Gleichung des durch die 
Flächen A und B erzeugten harmonischen Komplexes in 
Achsenkoordinaten und dadurch wegen: 


G,:95:43:44:945:945 = Ps : Ps Pe: Pı: Pa: P3 


auch in Strahlenkoordinaten gegeben. 

Auf dem dualen \ege hätten wir auch den 
Komplex derjenigen Geraden erhalten können, durch die 
man vier harmonische Tangentialebenen an zwei Flächen 
A und B legen kann. Wir hätten diese beiden Flächen 
dann in Ebenenkoordinaten ausdrücken müssen und statt 
der beiden Ebenen (2) zwei Punkte geben müssen. 

Übrigens ist ein Komplex, dessen Geraden zwei 
Flächen zweiter Ordnung A und B in harmonisch 
getrennten Punktepaaren schneiden, stets auch ein 
solcher, durch dessen ‚Geraden vier harmonische Tan- 
gentialebenen an zwei Flächen zweiter Ordnung gelegt 
werden können, die aber nicht beide mit den Flächen A 
und B identisch sind. Wir können darauf aber nicht 
näher eingehen’). 


‘) Vergl. hierüber F, Schur,' Math.Annal. B.21,8. 32 
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S 5. 
Analytischer Beweis des Satzes von F. Schur. 


Man kann die Determinante Auv (A) $ 4 (6) oder 
(8) in folgender Weise darstellen '): 


S{@ı tb )@a tb) — (a +ib,)?} gi: 

ne 2 z| (Ays a A bis) (As Er Ab, N FE (&ı -k Ab,,) (Ay; 
TR.) } I; Is 

+22 |, +7b)@, + 4b) u) 0. 


Das Bildungsgesetz dieser Summen ist unschwer zu 
erkennen. 

Sind nun die Flächen A und B, $4 (1) und (5) 
alleemein gegeben, so wird die Gleichung (1) außer- 
ordentlich umständlich ausfallen und deshalb auch der 
Faktor x von 4, also die Gleichung unseres harmonischen 
Komplexes eine sehr komplizierte Form haben. 

Ohne die Allgemeinheit unserer Entwicklungen ein- 
zuschränken, können wir aber eine der Flächen, 
z.B. A auf ein Polartetraeder beziehen, so dab A 
dann die Gleichung hat?): 


(2) A= &ıı x,° =. Ayg 2 Ay; a .- Ay 2r =(. 


Dadurch wird die Gleichung (1) bedeutend einfacher 
und der Faktor y von A lautet zunächst, wenn wir 
zugleich Strahlenkoordinaten einführen: 


(a, 055 + aD) lab + D33) Pe° 
(3) Beach n ach a,b), 
ash be Fr Baba ta Das)Pe 


1) Salmon-Fiedler, Raum I, S. 102. 

®) Beide Flächen A und B können wir im allgemeinen 
Falle nicht auf ein gemeinsames Polartetraeder beziehen, 
da sie ein solches nicht immer besitzen. Vergl. Clebsch-Linde- 
mann, Raum I], S. 215. 


(1) 


(4) 
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— 2 A; Di, Pı Pa — 2 Ay5 Bzı Pa Pı + 2 a5 5, Pı Ps 
— 2 A,5 Dy, Pı Ps — 2 &ı Be3 Pa Pa — 2 Ayı Du Pa Pı 
+ 29,0, Ps Po + 2 1 Du Ps Pı — 2 3,5 01, Pz P; 
+ 24,4 B15 Pı Ps + 2 As Baı Pa Ps + 2 au, De: Ps P, = 0 


(3) ist die "Gleichung des allgemeinsten 
harmonischen Komplexes, den die Fläche (2) mit 
irgend einer andern Fläche zweiter Ordnung 
erzeugt. Nun gibt es außer A noch oo” andere 
Flächen zweiter Ordnung. Deshalb sind in (38) bei 
variablen b;x ©0°? harmonische Komplexe enthalten. 

Nach dem Satze von F. Schur müßten nun die 
in (3) enthaltenen Komplexe mit den in $ 3, (10) 
mit Rücksicht auf (11) dargestellten quadrati- 
schen Komplexen identisch sein. Die Gleichungen 
(3) und $ 3, (10) müßten sich also decken. 


Das ist in der Tat auch der Fall, denn die Gleichung 
(3) läßt sich schreiben: 


Mu. = MD .M DM DM. D 5 Men 
— 2b, BR ma; BP n2h. la na p,) 
= 2uBe, a,b Br pn b,,(a47P; Pp; au. p 


— 2b; (Ayo Pa Pı — Aus Ps Po) — 2 br (Az3 Pı Pa — au Pp)— 0, 


wo jetzt (5) M., = — Ay5D;; + Ass Da5, USW. 
Setzen wir: 


Ayg Ayz Ayy Dr == Ay; &,4 4,1 Da 3 &ıj Ayy Agg b2: 
a: A] Ayg Asyz by ee e 


(5) 
so müssen die M;; offenbar die Bedingung erfüllen: 


(6) 2,2, MM, b-a.4,M, = a,.a. Mo. 4a 2,,M,.; 
— A,; 4,4 M, a A, dog Ms — 9. 

© ist durch die Fläche B bestimmt, also mit dieser 

willkürlich, 
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Der allgemeinste harmonische Komplex, den 
die Fläche (2) mit irgendeiner anderen Fläche 
B erzeugt, ist also dargestellt durch die 
Gleichung (4), wo die M;; den Bedingungen (6) 
senügen müssen. 

Nun hatte aber der allgemeinste quadratische 
Komplex, der zugleich beide Erzeugungen der 
Fläche (2) enthält, nach $ 3, (10) die Gleichung: 


Ber AhDe HAHD, FALDe IT Asse Tr Ace PDe- 
+ Ay (&99 Pa Ps — Ass Pa Ps) + As (Ay Pı Ps + Arı Ps Pu) 

= A, (A,ı P> Pı — A Pı P;) se A, (A,ı P.P; — 4,,P; Ps) 

33 A, (Ay, P;Pı — 4, PD, Ps) + A; (A;; Pı PR = 24,P, P;) —U, 


(7) 


wo nach 8 3, (11) die A;; den Bedingungen zu genügen 
hatten: 


(8) = du, Ay Ei; Ayo Ayz Au>= Tr dg9 Ay Ag = Ay; 41 Ass 
de — 4d,; Ayy A, re &,1 &y9 Age- 
Die Gleichungen (4) und (7) sind, ebenso wie die 
Bedingungen (6) und (8) miteinander identisch, d. h. 
aber der allgemeinste quadratische Komplex, der 
zugleich beide Erzeugungen einer Fläche zweiter 
Ordnung enthält, ist ein harmonischer Komplex, 
also ein solcher, dessen Geraden die gegebene Fläche 
zweiter Ordnung und irgend eine andere Fläche zweiter 
Ordnung in harmonisch getrennten Punktepaaren schneiden. 
Haben wir in (8) bei festem A; und im Einklang mit 
(8) gewählten A;; einen Komplex gegeben, der beide 
Erzeugungen der Fläche (2) enthält, so können wir die 
Koeffizienten derjenigen zweiten Fläche zweiter Ordnung, 
die die mit (2) diesen Komplex als einen harmonischen 
erzeugen muß, leicht finden: Die b;; bestimmen sich 
mit Hilfe von (5) und es ist außerdem: 
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4 2 A 
Bes an 5 
(9) 
b re b er b Be 
23 ) 9 31 ) ’ 12 2" 


Damit ist aber der Satz von F. Schur rein 
analytisch bestätigt. 

Es bleibt jetzt nur noch übrig, die in $ 1 an- 
geführten Beispiele von quadratischen Komplexen, 
die beide Erzeugungen der Fläche (2) enthalten, mit dem 
Schurschen Satze in Einklang zu bringen. 


8 6. 
Tangentialkomplex der Fläche zweiter Ordnung. 


In dem Falle, daß sich zwei Flächen zweiter Ordnung 
auf ein gemeinsames Polartetraeder beziehen lassen 
und sie durch die Gleichungen dargestellt sind: 


(1) | An, x +2, DO a PR X +3, = 
B=b,x,’+b,%8°+b,%8’+b,°=0, 


stellt sich der von ihnen erzeugte harmonische 
Komplex in der Form dar: 


(@)M,ıPı MasPs tt MasPs FMuD FT M.p Ma cs 
wo 

(3) | MM, 4, b,; —+ Ass D> ; 

M„= Ab, A, D;; USW. 


Bei dieser einfachen Form der Gleichung eines 
harmonischen Komplexes erkennen wir deutlich, daß ein 
und derselbe harmonische Komplex nicht nur von 
„wei Flächen zweiter Ordnung, sondern von allen 
Flächenpaaren, die in derselben Weise (3) zu 
denselben Werten der M;; führen, erzeugt wird. 
Wir werden dieser Eigenschaft, die für harmonische 
Komplexe allgemein gilt, später noch wiederbegegnen. 
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Wir nehmen nun zwei Flächen zweiter Ordnung an, 
die sehr wenig von einander verschieden sind und 
sich auf ein gemeinsames Polartetraeder beziehen lassen. 
Sie mögen dargestellt sein durch die Gleichungen: 


| ea, tt rau 0 
(4)\B= (a,, +da,,) Er las ars ta da, 2, 
| = (Au ur da,,) x. —=(, 
wo die da;; sehr kleine Größen bedeuten sollen. 


Der von diesen beiden Flächen erzeugte harmonische 
Komplex hat dann nach (3) die Koeffizienten: 


M,=2,(A,; +da,,) + a, (a,, + da,,) 
— 29,9, As AA, + A, dA, USW. 


(5) 


Lassen wir nun die Flächen (4) immer mehr einander 
gleich werden, indem die da;; beliebig wenig von Null 
verschieden werden, so kommen wir in (5) zu den 
Koeffizienten: 


M..= 22535; M».= 23,4, USW. 


Der von den beiden unendlich wenig verschiedenen 
Flächen (4) erzeugte harmonische Komplex hat damit die 
Gleichung: 

(6) & AP I 5441 Pat A: so Pa Tau Pi’ 

Eh Ay, Ayı De 5 Ay, du, Die —V. 
Das ist aber die Gleichung des Tangential- 
komplexes der Fläche A, wie wir sie in $1 (0) 
angeführt haben. 

Man kann deshalb den Tangentialkomplex einer 
Fläche zweiter ÖOrdnnng A auffassen als einen harmo- 
nischen Komplex, der von dieser Fläche A und einer 
unendlich wenig von ihr verschiedenen Fläche erzeugt wird. 
Der Tangentialkomplex ist demnach der äußerste Spezial- 
fall eines harmonischen Komplexes. Die vier harmonischen 
Punkte fallen bei ihm zusammen, so daß man kaum noch 
von einem solchen Komplex reden kann. 
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Die Singularitätenfläche') des Tangential- 
komplexes ist die doppelt zu nehmende Fläche A 
selbst; das Tetratoid ist bei ihr nicht mehr zu erkennen. 


S72 
Schnittkurvenkomplexe. 


Ebenso wie der Tangentialkomplex einer Fläche 
zweiter Ordnung machen auch ihre als Komplexe auf- 
sefaßten Schnittkurven mit den Koordinatenebenen keine 
Ausnahme beim Satze von Schur. 

Es sei wieder eine Fläche zweiter Ordnung auf 
ein Polartetraeder bezogen, gegeben durch: 


2 2 2 SS 
(1) A, X, ER Ayg Xp +2,X, + au X, = 
Als zweite Fläche nehmen wir nun die doppelt 
zählende Koordinatenebene: 


ben. 0 
Der von diesen beiden Flächen zweiter Ordnung 


erzeugte harmonische Komplex hat nach 8 6 (2), (3) die 
Gleichung: 


(2) &,1 Pr 35 Ayg bes + Ayg Je —(. 


Dies ist aber die Komplexgleichung der Schnitt- 
kurve der Fläche A mit der Koordinatenebene x, —=0 
(S 1 (3) letzte Gleichung). 

Also können wir die Schnittkurvenkomplexe 
einer Fläche zweiter Ordnung auffassen als 
harmonische Komplexe, die die Fläche mit den 
doppelten Koordinatenebenen erzeugt. . Wir haben 
es hier wieder mit einem sehr degenerierten Fall eines 
harmonischen Komplexes zu tun, indem von den vier 
harmonischen Punkten drei zusammenfallen. 


!) Ergibt sich einfach aus der Betrachtung der Komplex- 
kegel, die für die Punkte der Fläche zweiter Ordnung in Doppel- 
ebenen, d.h. Tangentialebenen degenerieren. 
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Sowohl der Tangentialkomplex einer Fläche zweiter 
Ordnung als auch die als Komplexe aufgefaßten Schnitt- 
kurven derselben mit den Ebenen des Koordinaten- 
tetraeders stellen also keine Widersprüche mit dem Satze 
von Schur dar. Dasselbe läßt sich auch für die Schnitt- 
kurven der Fläche mit jeder anderen Ebene zeigen. 


88. 
Die Komplexe $ 1 (5). 


Die in $S 1 (5) angeführten quadratischen Komplexe 
müssen nach dem Satze von Schur ebenfalls 
harmonische Komplexe sein. Es fragt sich nun, mit 
welchen anderen Flächen zweiter Ordnung sie von der 
gegebenen Fläche als harmonische Komplexe erzeugt 
werden. | 

Betrachten wir speziell den Komplex: 


(1) Ay9 Pz Ps — Ay; Pa Pe =. 


Dieser geht aus der Darstellung $ 3 (11) dadurch 
hervor, daß wir die sämtlichen M;; und fünf von den 
willkürlichen Faktoren 4; verschwinden lassen. 

Das Verschwinden der M;; erreichen wir dadurch, 
daß wir von den Koeffizienten der zweiten Fläche B alle 
b;ii=0 setzen; außerdem müssen, da A, bis A,=0 sein 
sollen, auch die übrigen Koeffizienten der Fläche B bis auf 
b,, verschwinden 85, (9). Das heißt aber: der harmonische 
Komplex (1) wird erzeugt von den beiden Flächen: 


2% P) 2 D) a 
A=a,X —H 299 X, ag X; au —(; 


“ | B=[b,1,,=0. 


Das Bildungsgesetz der harmonischen Komplexe 
bestätigt dies sofort. 

In der Komplexgleichung (1) kommen aber von der 
Fläche; A) .nur ‚die Koeffizienten.'a,, und.a,, vor. 
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Man wird deshalb denselben harmonischen Komplex (1) 
erhalten, wenn man als erzeugende Flächen folgende nimmt: 


(3) X + A; X, 0, 
X, X, =V0. 

Wir haben bisher also gefunden, daß der Komplex (1) 
ein harmonischer ist, der erzeugt wird entweder durch 
die beiden Flächen (2) oder auch durch die Flächen (3). 

Wir können dies noch auf einem anderen Wege 
bestätigen. 

Mit Hilfe der Elementarteiler kann man feststellen, 
daß der Komplex (1) das Symbol hat): 


am) Aandn). 


Er ist demnach ein tetraedraler Komplex. Als 
Singularitätenfläche erhalten wir hiermit überein- 
stimmend nach der von Plücker?) angegebenen Formel: 


X, X, (&,5 x: + Ayg Yu) —0 


also eine Fläche vierter Ordnung, die zerfällt in die 
beiden Ebenenpaare: 


(4) 


2 Dee 
| dy9 X, a ee =(, 


x,xy=0. 


Die Singularitätenfläche ist darnach ein 
Tetraeder. Wir haben damit gefunden, daß der 
quadratische Komplex (1) ein tetraedraler Komplex 
mit dem Fundamentaltetraeder (4) sein muß. 

Die beiden Ebenenpaare (3) und (4) sind identisch. 

Um nun das Doppelverhältnis festzustellen, in 
welchem die Seiten des Tetraeders (4) von den Geraden 


') Auf die einfache Ausrechnung wollen wir hier verzichten. 
Pascal, Repertorium. 8 7. 
2) Vergl. auch Clebsch-Lindemann, Raum S. 144, Anm, 


ib. 


des Komplexes (1) geschnitten werden, wollen wir die 
Gleichung (1) auf ein neues Koordinatentetraeder 
beziehen und zwar auf das Tetraeder (4). Wir wollen 
die Ebenen dieses Tetraeders bezeichnen mit: 


. — . ı\ . = — . 
ER 
Bealara IV. 2, 0; Roh, 

Dann gelten für die Kanten des neuen Koordinaten- 


tetraeders folgende Koordinatenwerte in bezug auf das 
alte System: 


Rt a 0 0 0 
| Dann IN ans n:.0 0 0 
0 Vag—iyVa, 0 0 0 
0 VER 0 
| 0 Das 0 —-iVay— Va 
a ee ea Va NER ER 


und wir erhalten für unsere Transformation folgende 
Formeln, Staude, Analy. Geom. d. Punktes usw. 8 63, 
8, wenn wir die neuen Linienkoordinaten mit r; bezeichnen: 


pı =: pp 22V a0; 

(5) 1 PD = Va, er tı) p—=—1 Vay (1, al); 
DES, Dart, —h)} BB = Vi il u PL 

Durch Anwendung von (5) auf die Gleichung (1) geht 
diese über in: 
url La HT) —T)= 0 
| oder: 
(6) nee), 


Es ist also für alle Geraden des Komplexes (I): 


Se 
() SS 
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Das Doppelverhältnis des tetraedralen Kom- 
plexes (1) ist mithin gleich — 1, das heißt aber: 
Die Geraden des tetraedralen Komplexes (l) 
schneiden das Fundamentaltetraederinharmonisch 
getrennten Punkten. Die Schnittpunkte sind, wie aus 
der Zusammensetzung von (7) folgt‘), so hintereinander 
zu nehmen, daß die Schnittpunkte von E, und E,, 
zu denen von E, und E, harmonisch liegen. Wir: 
können mithin also auch sagen: Die Geraden des 
quadratischen Komplexes (1) schneiden die Ebenen- 
paare (4) in harmonisch getrennten Punktepaaren. 

Das ist aber dasselbe Resultat, wie wir es zu Anfang 
dieses Paragraphen aus unserer allgemeinen Formel 
abgeleitet haben. | 

Damit haben wir den Satz von F. Schur an dem 
Komplex (1) auch auf einem Umwege bestätigt. 


!) Zeigt sich ohne weiteres bei der Berechnung des Doppel- 
verhältnisses der Schnittpunkte einer Geraden pi mit den 
Koordinatenebenen. 
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